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本 书 不 仅 系统 介绍 了 拓扑 动力 系统 的 基本 概念 和 结果 , 而 且 包含 了 近 
年 来 本 领域 的 最 新 进展 . 全 书 共有 拓扑 动力 系统 基础 、 遍 历 论 基础 、 等 度 连 
续 性 与 Ellis FERE, TRIS ANC. HH. SAIL. PS et. 
传递 系统 的 分 类 、 不 交 性 以 及 混沌 等 10 章 内 容 . 本 书 强调 拓扑 动力 系统 与 
遍历 理论 的 关联 、 回 复 时 间 集 与 局 部 化 思想 的 体现 、 代 数 方法 在 拓扑 动力 
系统 中 的 作用 以 及 拓扑 动力 系统 在 诸如 组 合 数论 等 其 他 数学 分 支 上 的 应 用 
等 . 内 容 由 浅 入 深 , 难 易 兼顾 ,充分 反映 最 新 成 果 , 并 配 有 大 量 例子 与 习题 . 
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《现代 数学 基础 丛书 》 序 


对 于 数学 研究 与 培养 青年 数学 人 才 而 言 ， 书 籍 与 期 刊 起 着 特殊 重要 的 作 
H. 许多 成 就 卓越 的 数学 家 在 青年 时 代 都 曾 钻 研 或 参考 过 一 些 优秀 书籍 ， 从 中 汲 
RER, 获得 教 益 . 

20 世 纪 70 年 代 后 期 , 我 国 的 数学 研究 与 数学 书刊 的 出 版 由 于 文化 大 革命 的 浩 
HEARS PRS 10 RE, 而 在 这 期 间 国 际 上 数学 研究 却 在 迅猛 地 发 展 
着 . 1978 年 以 后 , 我 国 青年 学 子 重新 获得 了 学 习 、 钻 研 与 深造 的 机 会 。 当 时 他 们 
的 参考 书籍 大 多 还 是 50 年 代 甚 至 更 早期 的 著述 . 据 此 ， 科 学 出 版 社 陆续 推出 了 多 
套数 学 丛书 ， 其 中 《纯粹 数学 与 应 用 数学 专著 》 丛 书 与 《现代 数学 基础 丛书 》 更 
ARH, 前 者 出 版 约 40 卷 , 后 者 则 逾 80 卷 .它们 质量 其 高 , BAMA, TRE 
学 研究 、 交 流 与 人 才 培 养 发 挥 了 显著 效用 ， 

《现代 数学 基础 从 书 》 的 宗旨 是 面向 大 学 数学 专业 的 高 年 级 学 生 、 研 究 生 以 
及 青年 学 者 , 针对 一 些 重 要 的 数学 领域 与 研究 方向 , 作 较 系统 的 介绍 . 既 注意 该 领 
域 的 基础 知识 ， 又 反映 其 新 发 展 ,力求 深入 浅 出 , 简明 扼要 ,注重 创新 . 

近年 来 ,数学 在 各 门 科学 、 高 新 技术 、 经 济 、 管 理 等 方面 取得 了 更 加 广泛 与 
深入 的 应 用 , 还 形成 了 一 些 交 义 学 科 . 我 们 希望 这 套 从 书 的 内 容 由 基础 数学 拓展 
到 应 用 数学 、 计 算数 学 以 及 数学 交叉 学 科 的 各 个 领域 . 

这 套 从 书 得 到 了 许多 数学 家 长 期 的 大 力 支持 , 编辑 人 员 也 为 其 付出 了 艰辛 的 
劳动 . 它 获得 了 广大 读者 的 喜爱 . 我 们 诚挚 地 希望 大 家 更 加 关心 与 支持 它 的 发 展 ， 
使 它 越 办 越 好 ， 为 我 国 数学 研究 与 教育 水 平 的 进一步 提高 做 出 贡献 . 
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动力 系统 的 研究 可 以 追溯 到 牛顿 一 一 创立 微 积分 、 建 立 三 大 运动 定律 以 及 万 
有 引力 定律 的 非凡 科学 家 . 在 牛顿 的 体系 中 , 以 时 间 为 参 变 量 的 微分 方程 占据 了 主 
导 地 位 . 牛顿 的 经 典 著作 《自然 哲学 的 数学 原理 》 在 接 下 来 的 两 个 世纪 中 成 为 人 们 
研究 天 体 问 题 的 典范 , 人们 甚至 乐观 地 认为 可 以 像 牛顿 顺利 解决 二 体 问 题 那样 , 通 
过 求 出 微分 方程 的 显 式 解 来 处 理 任 何 天 体 问题 . 遗憾 的 是 , 这 种 愿望 从 未 实现 . 

到 了 19 世纪 末 , 情况 发 生 了 一 个 质 的 转折 . 著名 的 法 国 数学 家 Poincaré 出 版 
了 《天 体力 学 的 新 方法 》. 一 个 重要 的 转变 在 于 他 将 相 空 间 的 几何 系统 参数 
向 量 所 有 可 能 值 的 空间 引入 分 析 过 程 , 将 人 们 的 注意 力 从 方程 的 单个 解 转移 到 所 有 
可 能 的 解 曲 线 及 其 相互 关系 上 来 . 这 种 方法 对 单个 解 不 能 提供 太 多 信息 , 却 能 得 到 
一 些 甚至 大 部 分 解 曲线 的 信息 . 运用 颇具 遍历 论 味道 的 方法 , Poincaré 说 明了 对 所 
有 有 界 Hamilton AB, “KMS” 解 曲 线 在 Poisson 意义 下 是 稳定 的 . 

随 着 Poincaré 定性 分 析 方 法 的 引入 , 动力 系统 研究 的 焦点 从 以 微分 方程 定义 系 
统 的 模式 转 到 相 空 间 与 作用 群 上 . Birkhoff 的 工作 无 疑 使 这 种 转变 更 加 明朗 化 . 在 
其 著作 《动力 系统 》(1927) P, 他 以 一 般 度量 空间 上 的 群 作用 作为 动力 系统 研究 众 
多 动力 学 性 质 . 特别 地 , 他 在 这 个 一 般 范 畴 下 重建 了 前 面 提 到 的 Poincaré 的 结论 . 

最 终 两 个 重要 的 分 支 从 研究 中 衍生 出 来 : 拓扑 动力 系统 和 遍历 理论 . 本 书 主 要 
研究 拓扑 动力 系统 , 其 底 空间 一 般 假设 为 紧 致 度量 空间 , 以 半 群 Z+ 作用 于 其 上 . 而 
在 遍历 理论 中 , 一 般 取 Lebesgue 空间 为 底 空间 . 拓扑 动力 系统 的 研究 与 诸如 遍历 理 
论 、 拓 扑 群 、 一 般 拓扑 、 组 合 、 数 论 、 代 数 、 泛 函 分 析 等 其 他 数学 分 支 密切 联系 在 
一 起 


与 拓扑 动力 系统 联系 最 为 紧密 的 莫 过 于 遍历 理论 , 这 两 套 理论 有 着 惊人 的 平行 
性 . 一 方面 , 拓扑 动力 系统 可 以 自然 地 视 为 一 个 保 测 系统 (因为 对 于 许多 作用 群 , A 
统 存在 不 变 测度 ); 另 一 方面 , 任何 遍历 系统 有 其 拓扑 表示 . 在 这 两 套 理论 中 有 着 许 
多 相对 应 的 概念 , 例如 , 遍历 - 极 小 性 、 离 散 谱 - 等 度 连 续 、 测 度 焙 -拓扑 箭 等 . 这 些 
因素 导致 了 这 两 套 理论 中 的 许多 结论 有 着 极为 相似 的 陈述 , 但 是 各 自 的 证 明 方 法 却 
可 能 完全 不 一 样 , 而 且 大 多 没有 互通 之 处 . 在 本 书 中 , 我 们 将 十 分 注重 两 套 理论 的 
相似 性 , 也 强调 它们 在 组 合 数论 中 的 应 用 . 

运用 回复 时 间 集 以 及 局 部 化 的 思想 来 研究 拓扑 动力 系统 , 是 近年 来 研究 工作 中 
的 两 个 特点 . 运用 回复 时 间 集 来 研究 动力 系统 起 源 于 Gottschalk, Furstenberg 等 人 
的 工作 . 例如 , Gottschalk 证 明了 紧 致 度量 空间 中 的 一 个 点 为 几乎 周期 的 当 且 仅 当 
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这 个 点 回复 到 自己 任何 邻 域 的 时 间 集 为 syndetic 的 ; Furstenberg 证 明了 一 个 拓扑 动 
力 系统 为 弱 混 合 的 当 且 仅 当 任何 非 空 开 集 到 另 一 个 非 空 开 集 的 碰撞 时 间 集 为 thick 
的 等 . Akin 在 他 们 的 基础 上 发 展 了 上 述 思想 , 形成 了 族 (满足 一 定 条 件 的 Z+ 的 子 
集 族 ) 的 初步 理论 . 近年 来 , 族 的 理论 被 Glasner, Weiss 及 本 书 作 者 等 进一步 拓展 . 

局 部 性 质 的 研究 在 拓扑 动力 系统 一 般 性 理论 中 很 早 就 有 体现 , 例如 proximal 
对 、distal 对 等 . 这 些 局 部 性 质 也 最 终 反 映 了 系统 的 全 局 性 质 , 例如 , 一 个 拓扑 动力 
系统 为 等 度 连续 的 当 且 仅 当 其 局 部 proximal 关系 为 对 角 线 , EA distal 的 当 且 仅 
当 其 proximal 关系 为 对 角 线 . 最 近 , 为 得 到 遍历 理论 中 Kolmogorov 系统 的 拓扑 对 
应 , Blanchard 等 人 局 部 化 了 拓扑 炉 、 测 度 粹 等 概念 . 事实 证 明 , 这 种 做 法 非常 有 效 . 
例如 , 利用 这 种 思想 人 们 证 明了 极 大 老 粹 因子 的 存在 性 、 局 部 变 分 不 等 式 等 结论 . 
稍 后 , CERES AT HE BSS (Huang-Ye, 2006), W% (Dou ete., 2006a), A 
(Ye-Zhang, 2007), SLAY HHA 4) REE ESE T JABE (Glasner- Weiss, 2004). 

在 拓扑 动力 系统 方面 有 着 许多 优秀 的 专著 , 如 文献 (Gottschalk-Hedlund, 1955; 
Ellis, 1969; Bronstein, 1979; Veech, 1977; Furstenberg, 1981; Woude, 1982; Auslander, 
1988; Vries, 1993; Akin, 1997; Weiss, 2000b; Glasner, 1976, 2003). 本 书 不 同 于 上 述 
书籍 的 地 方 在 于 , 我 们 主要 立足 于 以 下 三 个 方面 的 思想 : 遍历 理论 与 拓扑 动力 系统 
概念 和 结果 的 相似 性 、 系 统 回 复 时 间 集 与 系统 的 动力 学 性 质 紧 密 相 连 以 及 动力 学 
性 质 的 局 部 化 与 全 局 性 质 紧密 相连 . 另外 , 本 书 还 包含 了 最 近 几 年 拓扑 动力 系统 一 
些 新 的 重要 研究 成 果 . 除了 上 面 提 到 的 三 个 侧重 点 外 , 我 们 也 注意 体现 一 些 经 典 方 
法 (如 Ellis 半 群 理论 ) 的 应 用 , 以 及 强调 拓扑 动力 系统 与 其 他 数学 分 支 的 关联 . 另 
外 , 读者 不 难 发 现 Furstenberg 及 其 学 派 的 思想 对 本 书 的 影响 , 其 获 Wolf 奖 的 重要 
工作 之 一 一 一 极 小 distal 流 的 结构 定理 和 Szemerédi 定理 的 遍历 理论 的 证 明 也 在 
本 书 中 作 了 简单 介绍 . 

本 书 共 分 10 章 . 在 第 1, 2 章 给 出 拓扑 动力 系统 和 遍历 理论 的 一 些 基 本 概念 及 定 
理 . 在 此 过 程 中 , 我 们 强调 二 者 结论 的 相似 性 . 与 此 同时 , 我 们 尽 可 能 多 地 给 出 本 书 
中 所 涉及 的 概念 , 以 便 在 后 文中 详细 论述 时 , 读者 不 会 太 陌生 . 特别 地 , 我 们 介绍 了 
许多 族 及 其 与 动力 学 性 质 的 联系 . 另外 , 我 们 还 分 别 介绍 了 拓扑 动力 系统 以 及 遍历 
理论 中 的 多 重 回复 定理 , 并 运用 它们 给 出 著名 的 van der Waerden 定理 和 Szemerédi 
定理 的 证 明 , 用 以 体现 动力 系统 在 组 合 数论 中 的 应 用 . 

第 3 章 人 研究 动力 学 性 状 相对 简单 的 系统 : 等 度 连续 系统 、distal 系统 以 及 相关 
推广 , 其 中 对 几乎 等 度 连续 系统 进行 了 鼎 为 细致 的 讨论 , 给 出 它 与 初 值 敏感 和 单 生 
群 之 间 的 联系 . 另外 , 在 研究 等 度 连 续 系统 的 同时 也 讨论 了 各 种 distal 性 质 , 其 中 拓 
扑 动力 系统 的 代数 方法 一 一 Ellis 半 群 理论 发 挥 了 重要 作用 . 最 后 , 我 们 证 明了 著名 
的 极 小 distal 流 的 Furstenberg 结构 定理 , 以 此 指出 distal 系统 与 等 度 连 续 系统 的 
关系 , 并 引出 一 般 极 小 流 结构 定理 的 陈述 . 
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第 4 章 系统 研究 族 及 其 性 质 . 首先 , 系统 地 介绍 了 族 的 概念 , 更 为 深入 地 讨论 
其 与 动力 系统 性 质 的 联系 .然后 , 将 传递 与 混合 的 概念 推广 到 族 传递 与 族 混合 , 并 
且 讨 论 它们 的 基本 性 质 . 本 章 还 将 证 明 关 于 族 的 动力 系统 实现 的 重要 定理 : Weiss- 
Akin-Glasner 定理 . 最 后 , 在 族 传递 的 范畴 下 讨论 了 对 偶 问 题 . 

接 下 来 的 三 章 将 介绍 拓扑 动力 系统 和 遍历 理论 中 的 炉 理 论 ， 首先 , 第 5 章 介 绍 
粹 的 基本 概念 以 及 基本 性 质 , 也 细致 讨论 了 Pinsker o 代数 以 及 Kolmogorov 系统 等 
理论 . 这 些 是 经 典 粹 理论 的 基本 组 成 部 分 . 

第 6 章 给 出 箭 的 局 部 化 理论 . 首先 , 运用 局 部 化 思想 讨论 拓扑 Kolmogorov 系 
统 . 而 后 给 出 了 Glasner 和 Weiss RIX TRAH Jey EE SP DR EY WE BH (Glasner-Weiss， 
2004). Bea EVO Ha Fh AT i BE eB PR, 给 出 二 者 之 间 的 变 分 关系 . 

第 7 章 系统 讨论 序列 粹 的 性 质 与 应 用 . 首先 证 明了 Kushnirenko 定理 , 即 保 测 
系统 具有 离散 谱 当 且 仅 当 对 任意 无 限 序列 , RAS. 然后 分 别 在 拓扑 动力 系 
统 和 遍历 论 中 , 运用 序列 箭 刻画 各 种 混合 性 . 这 里 再 次 展现 了 两 个 分 支 的 结论 表述 
的 相似 性 . 最 后 , BRP AE, 给 出 序列 粹 对 的 概念 , 结合 极 小 流 结构 定理 给 出 
拓扑 null 系统 的 结构 ， 由 于 这 一 章 用 Koopman-von Neumann 定理 讨论 了 谱 性 质 ， 
所 以 在 本 章 附 录 中 给 出 这 个 定理 的 证 明 . 

有 了 前 面 的 准备 , 接 下 来 的 三 章 分 别 讨论 传递 系统 的 分 类 、 不 交 性 以 及 混沌 这 
三 个 拓扑 动力 系统 的 重要 主题 . 第 8 章 考虑 传递 系统 分 类 问题 . 首先 , 引入 沿 序列 
的 复杂 性 函数 给 出 诸如 满 扩 散 、 极 端 扩散 、 强 扩散 、 扩 散 、 弱 扩散 的 刻画 . 然后 结 
合 弱 不 交 以 及 回复 时 间 集 (运用 族 的 方法 ) 对 传递 系统 的 分 类 问题 进行 讨论 . 最 后 ， 
给 出 具体 的 例子 以 区 分 若干 不 同 的 概念 . 

第 9 章 研究 不 交 性 . 首先 给 出 基本 的 概念 和 性 质 , 并 在 此 基础 上 证 明了 才干 重 
要 的 不 交 性 定理 . 然后 讨论 不 交 性 和 弱 不 交 性 之 间 的 联系 , 细致 地 研究 了 与 所 有 极 
小 系统 不 交 的 系统 的 性 质 . 最 后 给 出 在 极 小 系统 中 不 交 的 代数 刻画 并 讨论 了 伪 因 子 . 

最 后 一 章 讨 论 混沌 . 从 20 世纪 60 年 代 以 来 , 确定 论 的 科学 观 开始 动摇 , AM 
开始 探索 科学 上 那些 不 可 预测 的 现象 , 使 混沌 科学 得 到 飞速 发 展 ，1975 年 , Li 与 
Yorke 发 表 了 《周期 三 蕴含 混沌 》 的 文章 , 在 数学 中 第 一 次 引入 了 “混沌 ”这 个 名 词 
(Li-Yorke, 1975). 之 后 , 不 同 领域 的 科学 家 基于 自己 对 混沌 的 理解 , 给 出 了 许多 混沌 
的 不 同 定义 . 我 们 将 讨论 Li 与 Yorke Wii, Devaney EW., IE RIRG EZ AN 
相互 关系 , 证 明 Devaney JRE. IEW RIBGHEMAS Li Yorke 混沌. 

本 书 可 作为 动力 系统 方向 的 研究 生 教材 , 也 可 作为 对 拓扑 动力 系统 和 遍历 理论 
感 兴趣 的 数学 工作 者 的 参考 书 ， 本 书 的 内 容 可 用 于 拓扑 动力 系统 和 遍历 理论 研究 
生 课 程 的 教学 . 在 本 书 中 , 我 们 尽 可 能 使 内 容 自 封闭 , 但 在 选材 上 受 限于 作者 的 兴 
趣 、 能 力 以 及 书 的 篇 幅 , 无 法 面面俱到 . 正 因为 如 此 , 动力 系统 的 重要 研究 领域 , 例 
如 微分 动力 系统 、Hamilton 系统 、 随 机 动力 系统 、 微 分 方程 的 定性 理论 以 及 在 本 


.Vi . 引 言 


书 中 没有 用 到 的 遍历 理论 和 Ellis 半 群 知识 等 都 不 在 本 书 的 讨论 范围 . Tb, 拓扑 动 
力 系统 中 像 可 扩 性 、 吸 引子 、 不 动 点 理论 、 伪 轨 跟 踪 (POTP)、 一 维 动力 系统 、 剩 
余 (residual) 焙 、 轨 道 等 价 、 刚 性 、 与 分 形 几 何 的 联系 、 相 对 情况 的 研究 、 一 般 的 
群 作用 等 重要 内 容 也 无 法 在 本 书 中 涉及 . 同时 , 由 于 相关 研究 方向 正在 快速 发 展 之 
中 , 我 们 也 无 法 收入 一 些 预 印 本 中 的 重要 工作 . 有 兴趣 的 读者 可 在 相关 章节 的 注 记 
中 找到 简单 的 介绍 . 

本 书 的 第 1, 2 章 是 拓扑 动力 系统 和 遍历 理论 的 基础 知识 , 读者 在 阅读 中 不 会 遇 
到 困难 . 对 于 不 大 熟悉 Ellis 半 群 的 读者 , 可 以 跳 过 第 3 章 、 第 6 章 和 第 9 章 的 部 分 
AA, 不 会 影响 到 对 全 书 内 容 的 把 握 . 对 于 不 太 熟 悉 遍 历 理 论 的 读者 , 在 阅读 中 过 到 
的 困难 是 第 5 章 的 部 分 内 容 以 及 第 6 章 和 第 7 章 的 大 部 分 内 容 , 对 动力 系统 局 部 性 
质 的 理解 可 能 会 有 些 影响 . 

本 书 是 作者 在 中 国 科学 技术 大 学 数学 系 多 年 从 事 拓 扑 动 力 系 统 和 遍历 理论 的 
研究 生 课程 和 讨论 班 教学 的 基础 上 形成 的 , 其 中 部 分 章节 曾 用 于 2004 年 5 月 中 国 
科学 院 晨 兴 数 学 中 心 面向 研究 生 的 十 余 次 报告 . 本 书 的 第 1, 2,8 章 由 叶 向 东 执 笔 ， 
第 5~7 章 由 黄 文 执 笔 , 第 3, 4, 10 章 由 邵 松 执笔 , 第 9 章 由 叶 向 东 和 邵 松 共同 执笔 . 
初稿 完成 后 , 作者 进行 了 近 两 年 的 修改 并 在 中 国 科学 技术 大 学 数学 系 的 研究 生 课 上 
进行 了 试 讲 . 尽管 如 此 , 书 中 肯定 还 存在 许多 不 足 和 笔 误 , 希望 读者 不 音 指教 . 作者 
衷心 感谢 张 景 中 、 杨 路 和 能 金城 先生 共同 为 中 国 科学 技术 大 学 的 动力 系统 研究 打 
下 的 基础 . 我 们 感谢 中 国 科 学 技术 大 学 动力 系统 研讨 班 的 董 攀登 、 罕 斗 、 方 春 、 胡 
TA, Ga. BP. BAK, EBL. BUR. PR. OR RR. 张国华 、 张 鹏 飞 、 张 
瑞 丰 、 张 伟 和 张 玉 成 等 人 的 积极 参加 , 以 及 对 书稿 的 改进 提出 的 有 益 意 见 , 尤其 是 
张国华 和 张 鹏 飞 同学 仔细 地 阅读 了 本 书 的 若干 章节 , 指出 其 中 的 笔 误 并 提出 修改 意 
见 . 同时 , 非常 感谢 科学 出 版 社 对 我 们 的 大 力 支 持 . 

最 后 , 衷心 感谢 家 人 、 朋 友 、 同 事 对 我 们 长 期 的 支持 . 

路 漫漫 其 修 远 分, 吾 将 上 下 而 求索 . 


作 者 
2007 Œ 1 H 30 H 
于 中 国 科 学 技术 大 学 数学 系 


《现代 数学 基础 丛书 》 序 


引言 

符号 约定 

Se SGP ea E a ee ee ee 1 
$1.1 基本 概念 1 
$1.2 传递 性 3 
81.3. 极 小 性 10 
RT I Me Dd dd dd a 17 
81.5 其 他 不 变焦 21 
81.6 多 重 回 复 定 理 与 van der Waerden 定理 ee 24 
E E T E E E T E 28 

第 2 童 eo 29 
82.1 基本 概念 29 
82.2 ”遍历 及 遍历 定理 39 
82.3 ”测度 混合 性 38 
Ameen ee cee ee eer eee 41 
82.5 Poincaré 序列 48 
82.6 E eS o eererrrrrrrrersrrrerererererrereererersererrrrrerrreessreres 50 
82.7 多 重 回 复 定 理 及 Szemerédi 定理 53 
82.8 a Si) ereerrrrerererersrerrrrrerrrsrererrerrrrrrererrerrersrerereeerro 59 

第 3 章 等 度 连续 性 与 Ellis 半 群 理论 61 
SAME ae E A E EE E E E TS 61 
633 SUSE AABE ea EEEE A EES 64 
83.3 Ellis 半 群 0 70 
83.4 _ distality 的 概念 ccc cece eee eee teen e ence 77 
§3.5 distality 与 等 度 连 续 性 i 81 
§3.6 Furstenberg 极 小 distal 流 的 结构 定理 及 极 小 流 的 一 般 结构 定理 .…… 86 
83.7 ”几乎 等 度 连续 与 单 生 群 et 92 
83.8 VEJD e eeeeereereeressrorreserreerorrrsrrererrererersrrrserrrererrerere 99 

第 4 章 族 与 弱 不 变 100 
84.1 Furstenberg 族 一 en 100 


. viii - 目录 


84.2 一 些 常 见 族 与 动力 系统 107 
84.3 ”一 些 定理 的 构造 性 证 明 pp 111 
84.4 ” 族 传递 性 与 族 混合 性 113 
84.5” 弱 不 交 性 与 对 侦 性 ee, 116 
§4.6 注 记 eererererrreseesesenresenrererersrererereeserererererererrereres 120 
第 5 章 |: 122 
§5.1 PEF MEY :4 122 
§5.2 WI Ey (cc 128 
85.3 Pinsker o 代数 137 
85.4 ”测度 K 系统 143 
85.5 YED e eeereerereseresesereserrerreereresersererererererrerererereere 148 
第 6 章 SDs | A 149 
86.1 拓扑 及 Reais eee eae: ee E er ee ee 149 
86.2 FHF SEEK BHAT eee eee eee eee eee een eee 155 
§6.3 ARAMEA- Glasner-Weiss 定理 :pp 159 
E e E E 168 
86.5 ”局 部 变 分 原理 175 
86.6 ” 烂 串 的 变 分 关系 181 
86.7 - 注 记 ts 186 
第 7 章 S211) | A 187 
87.1 RE Rea AS Kushnirenko 定理 187 
87.2 W BEF IR- EEA TE ee de ee a ail S TE 193 
87.3 拓扑 序列 精 与 混合 性 196 
87.4 JERII r a 203 
87.5 拓扑 null 系统 209 
87.6 极 小 null RRE EO at ey See ee er eee 213 
87.7 附录 : Koopman-von Neumann 谱 混 合 定 理 的 证 明 …………………………………………… 218 
87.8 注 记 en 294 
第 8 章 EDRR oooeeneennnnnerarnnrrrrnnrrrrnennrrrnrnnnns 226 
$8.1 SAVE RGA AUPE. eee eee cette tne tee entrees 226 
§8.2 光 种 动 田 学 性 质 前 刻画 二 二 929 
88.3 RNAI 下 扩散 系统 234 
1 二 全 于 238 


88.5 其 他 例子 以 及 总 缚 :| 244 


A x 


88.6 BSS BL PAER oo eect ete teen ees 248 
88.7 so ettrrereesrresrerererrsrrrrerererrrrerereeseerrerrrerrrerrreree 252 
第 =, So ay |e Sc 253 
ggi EN GEE EE a eA T E E EEEa EEA Ea 253 
89.2 ”一 类 重要 的 不 交 性 定理 pp 256 
89.3 ”不 交 性 与 弱 不 交 性 .pp 260 
§9.4 不 交 于 所 有 极 小 系统 的 系统 : 传递 情形 pp 265 
89.5 不 交 于 所 有 极 小 系统 的 系统 : 一 般 情 形 ooe rerrreerorsrerernns 269 
89.6 极 小 流 不 交 性 的 代数 刻画 与 伪 因 子 pp 271 
89.7 注 记 en 275 
第 10 章 混沌 277 
810.1 混沌 的 定义 277 
810.2 纲 的 分 析 :| 280 
810.3 正 精 系统 与 混沌 284 
810.4 一 个 Li-Yorke JE 7H AY FIFI GE BB eee eee 285 
810.5 混合 系统 的 混沌 性 状 cee ee eee neces 288 
810.6 其 他 混沌 292 
§10.7 注 记 tereeeeerereseereserrerrsrerererererrreerereresrrrereresrsresi 294 
BEAR ooo rrrrrrrarrrrennrnrrrnrerrrrrrererererrrrrrrererrrereres 295 
2 310 


符号 约定 


本 书 用 N, Z, R, C 分 别 表示 自然 数 、 整 数 、 实 数 、 复 数 集合 . 而 记 Zy M Z- 为 
非 负 整数 全 体 和 非 正 整数 全 体 , Ry KR- 为 非 负 实数 和 非 正 实数 全 体 . 

以 oii. WA, BARR X 的 子 集 , 定义 差 集 B\A 为 {rEX:reB,zrgd 
A}, 而 定义 对 称 差 集 AAB = (A\ B)U(B\ A). 记 4 的 补 集 为 4A°. 对 于 集合 4, 记 
它 的 势 为 |A| 或 Card4. 

设 X 为 拓扑 空间 , AW XTR. 4 的 闭 包 记 为 4 或 cl(4), 4 的 内 点 集 记 为 A 
或 int(4). WR d AX HERB, Wee X Me>0, 4 Balx) = Blz,e)={yeX: 
d(y,z) < e}. 对 于 子 集 4 的 直径 用 符号 diam4 表示 . 

设 {Xijiel 为 一 族 拓扑 空间 , 其 中 了 为 指标 集 . 记 这 族 空 间 的 乘积 空间 为 Ther 
Xi, UH I= N 时 记 为 [i Xi. 用 pn : [her Xi — Xn 表示 到 X 的 投射 . 如 果 
对 任意 i 都 有 Xi = X, 那么 直接 记 [her Xi A Vie X MX". 特别 地 ,对 拓扑 空间 
X, Ë n 次 乘积 空间 记 为 X"=XxXx:.…xX,neN. 

nK 
wT:X 3X AMH neN wT ={TxTx--- xT. 对 自然 数 n, 定义 下 
nik 
H n KERA T” =ToTo---0T, FHA T? = id (其 中 id 表示 恒 同 映射 ). 
nik 
“A” 表示 “存在 ” ;“Y” 表 示 “ 对 任意 的 ” ;“s.t.” 表 示 “ 使 得 ” ; “一 ”表示 “ 推 


第 1 章 ”拓扑 动力 系统 基础 


一 般 而 言 , 拓扑 动力 系统 研究 的 是 拓扑 群 在 拓扑 空间 上 作用 的 定性 性 质 . 在 这 
一 章 中 我 们 将 介绍 一 些 拓扑 动力 系统 的 基本 概念 , 如 传递 性 、 极 小 性 、 混 合 性 以 及 
其 他 回复 属性 等 , 也 将 证 明 Birkhoff 回复 定理 及 其 推广 一 一 多 重 Birkhoff 回复 定 
H, 并 且 作 为 应 用 , 用 它 证 明 van der Waerden 定理 . 另外 , 在 整个 论述 中 , 我 们 将 突 
出 非 负 整数 集 Z+ 的 子 集 与 动力 学 性 质 的 关联 . 


§1.1 基本 概念 


设 X A ARH Hausdorff 空间 , G 为 拓扑 群 , WR o: Gx X > X EREHE: 

(1) 对 任意 zeX, 有 gle, z) = x, 其 中 为 G 的 单位 元 ; 

(2) MER x € X Al 91,g2 E G, 9(g1,9(92,7)) = (9192, £) W. 
那么 就 称 (X, G,9) 为 一 个 拓扑 动力 系统 . 一 般 地 , 也 直接 用 (X, G) 记 一 个 拓扑 动 
力 系统 . 易 见 , 此 时 对 于 每 个 ge G, o(9,-):X +X, 2+ olg) ARR. 为 方便 计 ， 
有 时 将 lg, r) 简 记 为 gz. 当 X 为 独 点 集 时 , 称 系统 (X, G) 为 平凡 系统 . 

mR G =R 为 实数 加 群 , 也 称 (X,R) 为 一 个 流 . 如 果 G = Z 为 整数 加 群 , 那么 
称 (X,Z) 为 一 个 离散 动力 系统 . 

wT: XX AANA, FUEL O: 2K X  X, HG O(n, 2) =T"(x). 于 
是 (X,Z, g) 成 为 一 个 离散 动力 系统 . RZ, 如果 (X,Z, 6) 为 一 个 离散 动力 系统 , 那么 
T:X >X, r= d(1,z) 为 一 个 同 胚 , 且 对 任意 zeX RneZ, F Pn, rz) =T(z). 
正 因为 如 此 , 一 般 直 接 以 (X,T) 表示 离散 动力 系统 . 

如 果 在 上 面 的 定义 中 以 非 负 整数 加 法 半 群 Z+ 替代 G, 那么 称 (X,Z+,¢) 为 一 
个 半 离 散 动力 系统 . 利用 类 似 的 讨论 可 以 看 出 , 一 个 半 离 散 动力 系统 可 以 由 一 个 连 
续 映 射 生成 . 在 本 书 中 , 这 是 我 们 讨论 的 主要 对 象 . 

设 (X,G) 为 动力 系统 . 对 z Ee X, 称 orb(z,G) = {gx : g € G} 为 x 的 轨道 . 
BAA X WR, WR gA = {gr : x € A} C A, Yg CG, WH 4 NTER. 如 
FRAC X 为 闭 的 不 变 集 , 则 将 群 作 用 限制 在 A 上 也 成 为 一 个 动力 系统 , 称 之 为 
(X,G) 的 子 系统 , iD (A,G,¢). 对 任意 r c X, AW orb(z,G) 为 闭 的 不 变 集 , H 
而 (orb(z,G),G) 是 (X,G) 的 一 个 子 系统 .这 是 一 个 常用 的 构造 新 动力 系统 的 方 
法 . 设 (X,G) 和 (Y, G) 为 两 个 动力 系统 , 定义 它们 的 乘积 系统 为 (X x Y,G), 其 中 
g(x,y) = (gz, gy), Yg E€ G. 任意 多 个 系统 的 乘积 系统 可 以 类 似 的 定义 . 


.2 ， 第 1 章 ”拓扑 动力 系统 基础 


就 像 别 的 数学 分 支 一 样 , 拓扑 动力 系统 的 一 个 中 心 问题 便 是 系统 的 分 类 . 于 是 
一 个 自然 的 问题 是 : 两 个 拓扑 动力 系统 何 时 是 “一 样 的 ”? 在 一 般 拓 扑 学 中 , 两 个 拓 
扑 空间 如 果 同 胚 , 那么 我 们 认为 它们 是 一 样 的 ; 而 在 代数 中 , 两 个 群 如 果 为 同 构 的 ， 
那么 认为 它们 是 一 样 的 . 在 拓扑 动力 系统 中 , 有 如 下 定义 . 

定义 1.1.1 ik (X1,G,¢1) 和 (X2,G, 各 ) 为 两 个 拓扑 动力 系统 . 如 果 存 在 一 个 
连续 满 射 了 :Xi 一 Xo2, 使 得 以 下 图 表 交 换 


Bp Tr(gz) = g(rzj, Vg € G, Vz € Xi, 那么 就 称 (X1,G,¢1) 为 (X2,G,92) 的 一 个 扩 
FE, 或 者 称 (Xo,G,b2) 是 (X1,G,¢1) 的 一 个 因子 . 此 时 称 r 为 一 个 因子 映射 或 称 
AEF. 如 果 n AFE, 就 称 (X1,G, 01) 和 (X2,G, $2) AFH. 

在 拓扑 动力 系统 中 , 两 个 系统 如 果 为 共 斩 的 , 我 们 就 认为 它们 是 “一 样 的 ”. 于 
是 , 寻求 共 斩 不 变量 是 拓扑 动力 系统 的 一 个 重要 主题 , 

在 本 书 中 , 如 非特 别 指出 , 一 般 研究 Z+ 作用 下 的 系统 . 即 我 们 所 指 的 拓扑 动力 
系统 是 指 偶 对 (X,T), 其 中 X 为 紧 度 量 空间 而 人 :和 一 X 为 连续 映射 . 由 于 此 时 
为 半 群 作用 , 所 以 上 面 的 某 些 定义 有 些 细微 的 差别 . 

对 zeX, 称 orb(lz,T) = {x,Tz,T?27,…} Ac HH. 设 4 为 外 的 子 集 , 如 
$ T(A) C A, 则 称 4 为 正 不 变 集 或 不 变 集 ; 如 果 TAC A, WK 4 为 负 不 变 集 ; 
mR T(A) = A, MP A 为 强 不 变 集 . WR ACX 为 闭 的 不 变 集 , 则 (ATI) 也 
成 为 一 个 动力 系统 , 称 之 为 (X,T) 的 子 系统 有 时 就 直接 将 它 记 为 (4,T). 对 任意 


x E X, ZIL orb(z, T) 为 闭 的 不 变 集 , 进而 (orb(z,T),T)  (X,T) 的 一 个 子 系统 . 

当 考 虑 两 个 半 离 散 动力 系统 (X,T) 和 (Y, S) 时 , 因子 映射 r: X 一 了 就 是 满 
足 ro7=3Sor 的 连续 满 射 . 下 面 给 出 因子 映射 的 等 价 描述 . 

设 (X,T) 为 动力 系统 .我们 可 以 将 X x X WER 尺 视 为 和 上 的 一 个 关系 . 
mR RAXx X 的 闭 子 集 , BRR 为 闭关 系 ; 如 果 (Tx T)(R) C R, 就 称 关系 
R 为 不 变 的 . RRCOXKX AX EANRENSHRA. Wee X AR x 所 
在 的 等 价 类 [zjR = {y € X : (x,y) € R} 所 有 的 这 些 等 价 类 形成 了 一 个 新 的 空 
ll] X/R = {[z]r : x € X}, 如 果 X/R 的 拓扑 取 商 拓扑 , 则 X/R 为 紧 度 基 空 间 . W 
射 工 自然 地 诱导 了 X/R 上 的 连续 映射 Tr : [zjR 一 (Trlr, 从 而 (X/R, Tr) AD 
FARK. Wr: X > XX/R 为 商 映射 , 则 r: (X,T) 一 (X/R, Tr) 为 因子 映射 且 
Rr = {(x,y) E X xX: n(x) = n(y)} = R. 

RZ, Wa: (X,T)- (Y, S) 为 因子 映射 , 通过 7 可 以 定义 和 EDTA 
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变 的 等 价 关系 : 
Rr ={(r,y) E X x X: r(x) = 7(Yy)}. 


易 见 (X/Rr,Tr,) 拓扑 共 罗 于 (Y,S). 因此 , EHCPHF ESCA oh RAR IK 
分 的 意义 下 , 有 

命题 1.1.2 R (XX,T) 为 动力 系统 . 则 (X,T) 的 因子 系统 一 一 对 应 于 X 上 闭 
的 不 变 的 等 价 关系 . 

另外 注意 到 , MRT: X 一 X 为 连续 的 , BAT: No TX) > Neo Ti(X) 
为 满 的 . 后 面 我 们 会 看 到 ,实际 上 一 个 系统 几乎 所 有 的 动力 学 性 状 都 集中 体现 在 
门 >o Ti(X) E, 所 以 我 们 经 常 在 系统 (X,T) 定义 中 假设 映射 了 为 满 射 

将 半 离 散 系统 与 离散 系统 联系 在 一 起 的 一 个 桥梁 是 所 谓 的 自然 扩充 。 设 
T: X >X AER ARA. 设 


X = fesa E TITx Ttipi otz r} ; 
i=1 

作为 乘积 空间 TIS, X( 取 乘积 拓扑 ) 的 子 集 , X 是 非 空 闭 的 . RENT: XX, 

使 得 


T(21,22,° : -) = (Tz1, £1, T2, a -). 


WMA TARE. 易 见 对 每 个 ne N, 向 第 ”分 量 的 投影 映射 pn : X X 为 连续 满 
St. 尤其 pi X (X,T) 到 (X,T) 的 因子 映射 

自然 扩充 (X,T) ETERA, CRT (X,T) 几乎 所 有 的 动力 学 性 质 . 在 许多 
情形 下 , 我 们 的 结论 首先 是 对 可 逆 系 统 证 明 的 , 然后 通过 其 自然 扩充 将 一 般 情 形 转 
化 为 可 道 的 情况 来 获得 相应 的 结论 . 这 是 一 种 十 分 常用 的 技巧 . 

> 题 1.1 

证 明 : 一 个 子 集 为 正 不 变 的 当 且 仅 当 它 的 补 集 为 负 不 变 的 ; 一 个 强 不 变 集 为 正 不 变 的 ， 
但 不 一 定 为 负 不 变 的 , 除非 T 为 单 射 ; 一 个 既是 正 不 变 又 是 负 不 变 的 子 集 (例如 X) 不 一 定 
为 强 不 变 的 , 除非 T 为 满 射 ; 当 T 为 同 胚 时 , 集 4 为 强 不 变 集 当 且 仅 当 它 既 为 正 不 变 集 又 
为 负 不 变 集 . 
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回复 性 是 十 分 重要 的 动力 学 性 质 . 这 是 因为 在 研究 自然 现象 时 , 那些 可 以 重复 
观察 的 现象 才 是 我 们 最 关心 的 . 从 这 节 开 始 , 我 们 将 研究 各 种 回复 性 质 . 

定义 1.2.1 设 (XX,T) 为 动力 系统 , ZE 六. 

(1) 如 果 Tz =r, 那么 点 ZEX 称 为 不 动 点 ; 


(2) 如 果 存 在 某 个 NEN, 使 得 T"z =z ks, 那么 点 ZEX 称 为 周期 点 , 而 满 
AT’c=2c RH ERK AA vc 的 周期 . 

用 Fix(X,T)R AK (X,T) 的 不 动 点 全 体 , 用 Per(X,T) 表示 系统 (X,T) 的 
周期 点 全 体 . 

在 下 面 的 定义 中 , 如 果 空 间 确 定 并 且 不 会 引起 混淆 , 我 们 经 常会 省 略 空间 记号 . 
例如 把 上 面 Fix(X,T),Per(X,T) 直接 记 为 Fix(T) 和 Per(T). 

Ke AV n 为 周期 的 周期 点 , 那么 ({x, Tr,- Tr}, T) 成 为 一 个 动力 系统 . 
这 是 一 类 最 简单 的 动力 系统 , 并 且 每 个 点 都 是 周期 回复 的 . 

对 zexX, 定 义 z 的 w BRE w(z,T) 为 orb(x,T) 的 全 体 极限 点 集 , 即 


w(x, T) = {y E€ X : In; > +00 s.t. T™x > y} = N U {Tz}. 
n20 kèn 


如 果 U, V CX, 定义 回复 时 间 集 为 
N(U, V) = {n € Z} :UnT-"T & Ø}. 


定义 1.2.2 ” 称 动 力 系统 (XT) 或 了 为 传递 的 是 指 对 X 的 任意 两 个 非 空 开 
# U, V, A N(U,V) #4 Ø. 如 果 存 在 点 2 © X 满足 orb(z,T) = X, BAR (X,T) 为 
点 传递 的 , 而 称 z 为 一 个 传递 点 . X 的 全 体 传 递 点 记 为 Trans . 

注 记 1.2.3 (1) 传递 与 点 传递 是 不 同 的 概念 . 反例 如 下 : 

设 X = {0}U 上 n= 1,2, bea R 的 遗传 拓扑 ), MT: X OX 定 义 为 
T(0) =0,T (=) = |. FR Tranr(X) = {1}, 12 (X, T) 不 是 拓扑 传递 的 

i g:I—>I, P I= [0,1], g(x) =1-|2c—1| ARERH. 则 Per(g) = T( 张 
景 中 等 , 1992). A X =Per(g) 及 f= 二 glper(g). 于 是 (X, f) 为 传递 但 不 为 点 传递 的 . 

(2) Diz: so X LARS S, 则 点 传递 推出 传递 ; 4X 是 任意 一 个 拓扑 空间 ,人 
是 其 上 的 一 个 连续 自 映射 , 我 们 也 可 类 似 地 引入 传递 和 点 传递 的 概念 ,不 难 验证 , 如 
果 于 为 可 分 的 第 二 岗 集 , 则 传递 推出 点 传递 . 由 于 在 定义 一 个 动力 系统 (X,T) 时 
我 们 已 经 假设 汪 为 紧 度 量 的 , 于 是 对 一 个 动力 系统 而 言 总 有 传递 推出 点 传递 , 而 如 
果 再 加 上 没有 孤立 点 , 则 两 概念 等 价 . 

(3) 需要 注意 的 是 , RT 为 传递 的 , MAT ABH, 并 且 orb(z, 了 ) = X 当 且 
仅 当 w(z;T) =X. 记 Fins AZ, 的 全 体 无 限 子 集 组 成 的 集合 . 易 证 ，(X,T) 为 传递 
的 当 且 仅 当 对 任意 非 空 开 集 U,V, N(U,V) © Fine RÈ. 

现在 给 出 传递 性 的 一 些 等 价 命题 : 

定理 1.2.4 R(X, T) 为 动力 系统 , 则 以 下 命题 等 价 : 

(1) (X,T) 为 传递 的 ; 
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(2) 对 每 个 非 空 开 集 U, UN TU ME; 

(3) R U AAR TIU CU 的 非 空 开 集 , MU 为 稠密 的 ; 

(4) 如 果 五 为 闭 不 变 的 , 那么 或 者 已 = 和 ,或 者 互 为 无 处 稠密 的 . 

证 明 (1) = (2) 是 显然 的 . 

(2) > (3) RU AWE TU CU 的 非 空 开 集 . N UZ TU =U. 于 是 由 条 
件 (2) 知 7 为 稠密 的 . 

(3)>(4)RU=jX\E,WTOU CU. 于 是 或 者 U 为 空 集 或 者 U 稠密 . 等 价 
地 , MG E = X MA E 无 处 稠密 . 

(4) > (1) 8 U,V WX 的 非 空 开 集 . 令 已 =XN\U2oT 一 7. 于 是 五 为 无 处 稠 
密 的 , BI US THU 为 稠密 的 . AMA VOUR TU 4S. 这 样 存在 ne Z+ 使 得 
VATU # Ø, BP (X,T) 为 传递 的 . 口 

wa: XY J (X,T) 8) (Y,S) 的 因子 映射 , r 为 极 小 的 是 指 X 为 唯一 满足 
r(4) =Y 的 非 空 闭 不 变 子 集 A. 有 

定理 1.2.5 hr: X OY 为 (X,T) 到 (Y,5) 的 因子 映射 , 则 

(1) 如 果 (X,T) 为 传递 的 , 那么 Transy AX 的 稠密 Gs TH; 

(2) 如 果 工 为 传递 的 , BA S 也 是 传递 的 , 且 Transp C n~! (Transs). eR r L 
为 极 小 的 , 则 等 号 成 立 . 

证 明 (1) 设 {U} A X 的 一 组 基 , 那么 有 


Trans7 = N | ru, ; 
i=1 \n=0 

因为 (X,T) 为 传递 的 , 所 以 对 每 个 ie N, UP TU: 为 X 的 稠密 开 集 . 由 Baire 

EM, Transr 为 X 的 稠密 Gs 集 . 

(2) 前 半 部 分 易 证 , 我 们 证 后 半 部 分 . 设 r 为 极 小 的 且 y € Transs, 于 是 对 任 
Bc c nly) 有 n(orb(xz,T)) = Y. 根据 r 的 极 小 性 , 就 有 orb(z,T) = X, 即 
xz € Transr. 口 

与 传递 性 紧密 联系 在 一 起 的 一 个 概念 是 回复 点 . 

定义 1.2.6 zexX 称 为 一 个 回复 点 是 指 存在 序列 mi 一 +o, KH Tr > r, 
BP x E€ w(x, T). 以 Rec(T) 记 全 体 回复 点 的 集合 . 

一 个 重要 的 事实 是 , WR z 为 回复 点 , 那么 Orba, T) T) 为 传递 系统 ; 对 传递 
系统 (X,T), 有 Transr C Rec(T). 下 面 著名 的 Birkhoft 定理 说 明 对 动力 系统 , 回复 
点 总 是 存在 的 . 

定理 1.2.7 (Birkhoff 定理 ) 每 个 动力 系统 都 存在 回复 点 . 

令 人 吃惊 的 是 , 即便 这 样 一 个 似乎 很 简单 的 命题 , 以 往 的 证 明 不 是 需要 Zorn 引 
理 就 是 要 用 到 遍历 论 的 方法 . 读者 可 以 试 着 用 Zorn 引 理 给 出 一 个 证 明 , 我 们 将 在 
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下 一 节 给 出 一 个 构造 性 证 明 (Weiss, 2000b). 
明显 地 , Per(T) c Rec(T). 如 果 z BAAN n AHA, IRA ({2, Tz,---,T" tr}, 
T) 为 传递 系统 . 为 得 到 更 多 传递 系统 的 例子 , 我 们 先 介绍 符号 系统 的 概念 . 
B k> 2 为 自然 数 且 记 4 = {0,1,…,k 一 1}. 称 4 中 元 素 为 字母 . 赋予 4 以 离 
散 拓 扑 , 而 
Ln = [[ A= {(a1,22,---): zi € ATEN} 
i=1 


取 乘 积 拓扑 . 则 Sh, 为 紧 致 可 度量 空间 , 一 个 相 容 的 度量 为 


WMR x Ay H i= min{j: zj 4 yj}. 


ENT: Ek 一 Dr, 使 得 对 每 个 x = (21, 22,--+) € Xk, 
T (21, 22,23, ° i -) = (£2, T3," i 小 


易 见 7 为 连续 的 满 射 , 称 (Le, T) 或 了 为 全 转移 或 直接 称 之 为 转移 . WMR Y AL 
的 非 空 闭 正 不 变 子 集 , 那么 称 (V,T) 为 子 转移 . 易 见 Per(T) 在 De PAR. 

每 个 Be UP, A" 称 为 一 个 块 或 者 一 个 词 , 其 中 A” = {(21,22,-++, En) : Ti E€ 
A,1 < i < n} 为 n 词 全 体 ， 称 词 B 在 z € r 的 第 i 个 位 置 处 出 现 是 指 存 在 
j > i 使 得 B = (zi, 2i41,---,2;). 如果 B,C 为 两 个 词 , 那么 BC 表示 一 个 新 的 
词 (b1,…,bn,C1,… ,Cm), 其 中 B = (6b1,…,bn) HC = (ccm) 为 方便 起 见 ， 
分 别 记 B-B (n 个 ) 和 BB… 为 BW 和 BY. 对 一 个 词 B = (b1,…,bn), FB 
{x E€ Xp : 2 = 1,… ,Zn = bn} 称 为 一 个 柱 , 记 为 [B]. 首先 有 一 个 简单 但 重要 的 
结论 : 

命题 1.2.8 ces, 为 回复 点 当 且 仅 当 每 个 2 中 的 词 在 x 中 出 现 无 限 多 次 . 

下 面 举 一 个 具体 的 例子 . 

例 1.2.9 i Ai = (1), A2 = (100)……4n+l= AnO™ An, Ro = lim AY 为 
一 个 非 周期 点 的 回复 点 . 

对 于 回复 点 集 , 我 们 有 如 下 基本 性 质 : 

定理 1.2.10 Br: X —Y A (X,T) F(Y,S) 的 因子 映射 , 则 

(1) T(Rec(T)) = Rec(T); 

(2) Rec(T”) = Rec(T); 

(3) m(Rec(T)) = Rec(S). 

证 明 (1) 首先, 易 验 证 T(Rec(T)) c Rec(T). PAE x € Rec(T), 则 存在 序列 
n— +00 (879 Tr >r. 由 于 X 紧 致 , 不 失 一 般 性 , RT 12 oy. FRET (y) =2 
AT™y=T"% "12 — y, Bl y € Rec(T) E T(y) =x. 这 样 就 有 Rec(T) c T(Rec(T)). 
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(2) 根据 定义 容易 验证 Rec(T”) C Rec(T). 现在 设 x € Rec(T), 那么 存在 序列 
ni 一 +00, 使 得 Ter 一 r. 不 失 一 般 性 , 可 以 假设 ni = kin + 57,0 <j <n-1. 于 
是 x € orb(T7z,Tn), 进而 orb(z,T") c orb(Tiz,T”). 用 TI 作用 于 此 包含 关系 , H 
注意 到 x e orb(Tir, T”), 有 


orb(2,T”) C orb(Tiz, T”) C --- C orb(T@-Viz,T") C orb(T™ az, T”). 


于 是 x € orb(Tynz,Tn), HHA x e Rec(T”). 这 样 就 有 Rec(T) C Rec(T”). 

(3) m(Rec(T)) C Rec(S) 是 明显 的 . MEI y € Rec(S) H B = w(y, S). W 
A = TB 为 非 空 闭 不 变 子 集 , 记 .4 为 满足 r(A) = B 的 A 的 闭 不 变 子 集 的 全 
体 . 由 Zorn 引 理 , 存在 A e A 为 包含 关系 下 的 极 小 元 . 因为 r(A) = B, 所 以 存在 
a E A, 使 得 r(z) = y. 根据 4 的 选取 , 有 w(z,T) = A, 尤其 有 z € Rec(T). 这 样 就 
完成 了 整个 证 明 . 口 

一 个 动力 系统 称 为 完全 传递 的 如 果 对 任意 ne N, 系统 (X, T) 仍 为 传递 的 . 易 
见 传递 系统 不 必 为 完全 传递 的 , 一 个 简单 的 例子 为 周期 为 2 的 周期 轨 . 一 般 而 言 有 

定理 1.2.11 R (X,T) 为 传递 的 动力 系统 及 n EN. 那么 存在 € N, 使 得 
kin 且 有 分 解 

RN ,eh 


其 中 当 1i 天 了 时 XA Xj, (Xi,T") 为 传递 的 且 TX) = Xi mod ky: 
证 明 iz ce Transp, 则 由 定理 1.2.10, Tiz WT” 的 回复 点 , HHO <j Sn. 
令 Y; = orb(Tiz,T"), W (¥j,T") 为 传递 的 且 TY) = Y imod n: BA AWE 
j 关 0 和 Yo = 的 最 小 自然 数 . 则 易 验 证 , kn HH 0<i<j<k-1 ht, YAY;. 
于 是 = ,0 < 7 < 上 一 1, 即 为 所 求 . o 
对 于 一 个 动力 系统 (X,T), 设 zeEX 及 UCX, 令 z 进 入 U 的 回复 时 间 集 为 


N(z,U) = {n€ Z,:T"r € U}. 


从 定理 1.2.10 看 到 , 如 果 z 为 回复 点 , MACE T(n e N) 的 回复 点 . 由 此 可 见 回 
复 点 的 回复 时 间 集 并 不 是 任意 的 . 为 刻画 回复 点 的 回复 时 间 , 首先 介绍 一 个 概念 
定义 1.2.12 ACN 为 IP 集 是 指 存 在 正 整 数 序列 pi,p2，,…，, 使 得 


A= {pa + + Pini i <te < ix, k EN}. 


此 时 称 A 为 由 pi,p2,… 生成 的 , 记 为 FS({pi}) . 记 集 合 {ACN: 4 包含 一 个 IP 
集 } 为 Fip. ACN 称 为 IP* BAA A HE IP 集 相交 非 空 . 
需要 注意 的 是 , 在 IP 集 的 定义 中 , 并 没有 要 求 pi 为 互 腊 的 . 
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定理 1.2.13 1 (X,T) 为 动力 系统 如果 zo € Rec(T), 那么 对 每 个 6 >o, 
N(zo, Bs(X0)) 包含 了 一 个 IP 集 . 反之 , eR RCN 为 一 个 IP 集 , 那么 存在 传递 系 
统 (X,T) 和 zo € Transr, 使 得 RU {0} > N(xo, Bi(7x0)). 

WAR 设 zoeERec(T) 及 65>0. 取 pi 满足 


d(T?! £o, Zo) < 0. (1.2.1) 
取 do > 0, 使 得 bo < ô HWE 
d(x, £0) < 62 > d(T?'z, z0) < Ò. (1.2.2) 
对 此 02， 取 P2, 使 得 
d(T”? £o, Zo) < 02. (1.2.3) 
由 式 子 (1.2.1)~(1.2.3) 就 有 
d(T £o, £0) < ô (1.2.4) 


对 m = pi, p2 及 pi + po 均 成 立 . 继续 这 个 归纳 过 程 假设 p1,… ,pn CARE, 并 
H (1.2.4) 式 对 所 有 m = pi ++p 1 Si <e <i Sn, KENDMRM. 再 取 
Ôn+1 < Ô, 使 得 一 旦 d(x, Zo) < On+1; 那么 


d(T 2,29) <ô - (1.2.5) 
对 所 有 上 述 m 成 立 . 于 是 , 如 果 取 pri, 使 得 
d(T?"** £0, £0) < Õn+1, (1.2.6) 


ABZ (1.2.4) 将 还 对 形 如 m+ pn+il 及 pn+i 的 指数 成 立 . 这 样 就 完成 了 归纳 过 程 , 并 
ASIA pi,p2,… 生成 的 IP 集 包 含 在 N(xo, Bi(zo)) P. 

反之 , 设 RCN 为 由 pi,p2,… 生成 的 IP Æ. WR H, H2,… AN 互 不 相交 的 
子 集 , wh = X pi, 那么 由 pi ph 生成 的 IP 集 为 RE. 可 以 选取 Hn, 使 

i€Hn 
得 
Papi > Pi t+ Po +++ pn. 

这 样 , 不 失 一 般 性 , 我 们 可 以 直接 假设 pni > pi 十 pz 十 … 十 pn. 

在 {0, 1}4+ 中 定义 点 Zo, 使 得 


1, mR n=0 Ke ne R, 
co 人 MR n>OHA NER. 
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我 们 取 度 量 为 : 当 z= y 时 , 令 dz,y) =0; 当 zy 且 i= minfj: 2; # y) 
时 , 令 d(e, y) = >. 易 见 zo 为 转移 了 的 回复 点 , 并 且 对 n> 0, 有 


d(T” x0, Xo) <18 (T” x0 )o =1s (Lo)n =1eoneR. 


由 此 , 我 们 完成 了 整个 证 明 . 口 

定义 1.2.14 B X Awi, FA Z+ 的 子 集 族 . 序列 {zn} 依 F 收敛 于 
ZT EX ( 记 为 下 一 limzn =x) RASH r HE SAA U, 有 {i:zieUje 太 成 立 . 

最 后 再 证 明 一 个 定理 , 进一步 展示 动力 学 性 质 与 Z+ 子 集 的 关联 . 

定理 1.2.15 i (X,T) 为 动力 系统 , 那么 (XX,T) 有 唯一 回复 点 ro 当 且 仅 当 
IP* — lim T” (£) = £o, Vz E X. 

为 证 明定 理 1.2.15, 我 们 需要 一 些 准备 . 

定义 1.2.16 B F HZ, 的 子 集 族 , 称 F LARamsey 性 质 , oR FCF HL 
F=F,UF, MLH Fle F & PLEF me. 

下 面 的 定理 为 组 合 数学 中 的 一 个 著名 的 定理 , 在 第 3, 4 章 (定理 3.3.18, 定理 
4.1.8) 中 我 们 会 给 出 一 个 动力 系统 方法 的 证 明 . 

定理 1.2.17 (Hindman 定理 ) Fip 具有 Ramsey 性 质 . 

WZ, 的 子 集 F UYR n e Z4, SM PF-F={fi-fe 21: fi, fo €F}, 
F+n=({ftn:feF} RF-n={f-n21:feF}. 

引 理 1.2.18 设 (X,T) 为 动力 系统 , cEX RFE Fp. wR K ABR 
{T"(xz):n E F} CK WER, BA KNORec(T) # 2. 

证 明 SF =F RK, = {T£):n e Fi}. Km EN, HS (F-m )NnR € 
Fip( 请 读者 验证 mi 的 存在 性 ). 对 任意 me (Fi-m1)NFi, AT" (x), T°t™ (2) € K. 
FÆ K NAT™K #8. $ 


rı 
K AT hy = U Kii, 
i=1 


1 : i ; 
其 中 Ky 为 满足 diam(Ki,:) < 3 的 闭 集 (1 < i gn1). 设 
Ci 一 {n E€ (Fy 一 mı) nF: T” (x) E€ Kii}. 
则 (Fi -m)Nn A =U, Cii. 于 是 由 定理 1.2.17, 存在 i, 使 得 Cii € Fip 
1 
4 Fy = Clas 及 K, = Kii- 则 有 KC Ky, diam(K2) < 7 AT™ Kec Ki. 


重复 上 面 的 讨论 , 得 到 一 列 集合 F, < Fo RAR Kn, 使 得 对 任意 n > 2, 有 
Ky C Kyat, diam(Kn) < > E T” Kn C Kya. BILE Kn 为 独 点 集 , 设 为 了 


那么 对 任意 给 定 的 j, Bk > j 时 , 有 
Tmt +™ (y) & Ki, 


这 就 意味 着 y 为 回复 点 上 且 ye KCK. 口 

定理 1.2.15 的 证 明 设 存在 点 ro, 使 得 对 于 任意 z e X, A IP*-lim T(z) = zo 
成 立 . 如 果 ze Rec(T), U,V 分 别 为 z 和 zo 的 邻 域 , W N(2,U) € Fip (定理 1.2.13) 
H N(z,V) 为 IP* 集 . 于 是 N(z,U)NN(2,V) ZØ. 由 U,V 的 任意 性 就 有 z= zo. 

RZ, 假设 zo 为 唯一 的 回复 点 且 z e X. 如 果 存 在 ro 的 邻 域 U, 使 得 N(x,U) 
不 是 IP* 集 , 那么 存在 IP 集 F, 使 得 {T"(z) :mn e F}CX\U. 设 K= 
{T° (x): n € F}, 根据 引 理 1.2.18, 有 KN Rec(T) 4 2, 这 与 zo 为 唯一 的 回复 点 
矛盾 . 证 毕 . 

习 题 1.2 

1. HEAR: 如 果 (X,T) 为 传递 系统 , BAX 要 么 为 有 限 集 , 要 么 为 不 可 数 集 . 

2. 证 明 : 传递 系统 的 自然 扩充 仍 为 传递 系统 . 

3. 设 9g: 了 :一 站 其 中 7T= [0,1], g(x) =1— |2x — 1| ARSH. 证 明 : Per(g) = I. 提 
示 : 参见 文献 ( 张 景 中 等 , 1992). 

4. 验证 例 1.2.9 为 传递 的 . 
. 证 明 命 题 1.2.8. 

6. 给 出 定理 1.2.11 的 详细 证 明 . 

7. 设 (X,T) 为 传递 系统 , x e Transr HU Wo Abi. 证 明 N(U,U) = N(x,U) 一 
N(z,U). 

8. 证 明 : 一 个 IP 集 与 一 个 IP* 集 的 交 为 无 限 子 集 . 


on 


§1.3 极 小 人 性 


在 本 节 中 我 们 将 讨论 一 类 特殊 的 传递 系统 : 极 小 系统 . 
定义 1.3.1 动力 系统 (X,T) 称 为 极 小 的 是 指 它 不 真 包含 任何 闭 不 变 子 集 . 如 
果子 系统 (YT) 为 极 小 的 , 那么 称 子 集 Y AX OBB. 如 果 一 个 点 包含 在 某 个 


在 后 面 的 某 些 章节 中 我 们 需要 考虑 一 般 群 作用 下 的 极 小 集 . 它 的 定义 是 完全 类 
似 的 . 设 (X,G) 为 动力 系统 , 系统 (X, G) 为 极 小 的 是 指 它 没有 真 的 非 空 不 变 子 集 . 
同样 可 以 定义 极 小 集 和 极 小 点 . 下 面 的 许多 定理 (例如 定理 1.3.2, 1.3.3 及 1.3.5) 对 
一 般 群 作用 系统 仍 成 立 , 请 读者 验证 之 . 

易 见 , 如 果 两 个 子 集 Mi 和 M 均 为 极 小 的 , 那么 或 者 Mi = M2, 或 者 MiNM2 = 


D. 
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EH 1.3.2 i (X,T) 为 动力 系统 , 则 以 下 命题 等 价 : 

(1) (X,T) 为 极 小 的 ; 

(2) 对 任何 Ze X, orb(x,T) 为 稠密 的 ; 

(3) 对 每 个 非 空 开 集 U, 存在 有 限 子 集 4C Z+， 使 得 Unca TU =X. 

WEBA (1) > (2) 显然 . 

(2) > (3) BE=X\UZ,TU, M E AAMABSH. 于 是 由 假设 E = Ø, 根据 
X 的 紧 性 , 就 有 (3) 成 立 . 

(3) > (1) 设 五 为 非 空 闭 不 变 子 集 . 则 UH=X\EARRAT'U CU. 如 果 
E # X, LUZ. 由 假设 , FEARR AC 2Z+, 使 得 Unca TU = X. 于 是 
U =X, FE! Mit E= X, 即 (X, T) 为 极 小 的 . 口 

易 见 , 每 个 极 小 点 为 回复 点 , 于 是 下 面 的 定理 实际 上 给 出 了 Birkhof 回复 定理 
的 一 个 证 明 . 

定理 1.3.3 每 个 动力 系统 都 存在 极 小 集 . 

证 明 ” 设 (X,T) 为 动力 系统 , {0i} 吕 1 为 的 一 组 可 数 基 . 设 Xo = X. 对 i= 
1,2,…, WR Uo TOU: D Xi-1, WA Xi = Xi_1; BWS Xi = Xi- Uo TU. 

易 见 Xi AO 为 闭 不 变 的 . 设 Xoo = Ni Xi 则 Xoo 也 为 非 空 闭 不 变 的 . mH. 
对 每 个 满足 UN Xo XSW Ui, A Uo TUN Xoo) D Xoo. 根据 定理 1.3.2, Xx 
为 极 小 集 . 口 

我 们 在 前 一 小 节 已 经 看 到 , 如 果 z 为 回复 点 , U 为 其 邻 域 , 那么 N(z,U) 包含 了 
一 个 IP 集 . 对 于 极 小 点 这 一 特殊 的 回复 点 , 我 们 自然 期 望 它 的 回复 时 间 集 有 些 特 
殊 的 性 质 . 下 面 我 们 将 会 看 到 , 事实 上 也 的 确 如 此 . 对 于 以 ”为 周期 的 周期 点 r, 它 
的 回复 时 间 集 包含 了 子 集 "Z+. 我 们 对 这 一 概念 进行 推广 : 

定义 1.3.4 £4 A= {al <a. <…} CZ, 称 为 syndetic 的 是 指 它 具 有 有 
界 的 间距 , 即 存在 N > 0, 使 得 对 任意 的 iE N, 有 aii 一 ai SN. 记 全 体 syndetic 
集 为 Fs. 

集合 4C Z+ 称 为 thick 的 是 指 它 包含 了 任意 长 的 整数 段 , 即 存 在 序列 ni 一 co， 
使 得 AD UP {ni nitl,--+,ni ti}. 记 全 体 thick RA A. 

设 (X,T) 为 动力 系统 , 其 中 点 ZE X 称 为 一 个 几乎 周期 点 是 指 对 c HES 
域 U, N(z,U) E€ Fz. 记 全 体 几乎 周期 点 的 集合 为 AP(T). 

定理 1.3.5 hr: XY 为 系统 (XX,T) 到 (Y,5) 的 因子 映射 . 则 

(1) R x € AP(T), AA orb(z,T) 为 X 的 极 小 集 ; 

(2) 如 果 MCX 为 极 小 集 , 那么 M C AP(T); 

(3) 如 果 (X,T) 为 极 小 系统 , BA (Y,S) 也 为 极 小 的 ; 

(4) 如 果 (X,T) 为 极 小 的 , 那么 nr 为 半 开 的 , 即 对 X 的 任意 非 空 开 集 UV, 7(U) 
有 非 空 的 内 部 . 
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证 明 (1) 设 ze AP(T) 及 A = orb(z,T)， MR A 不 是 极 小 集 , 则 由 定理 
1.3.3, 存在 极 小 集 A CAH A AA 易 见 z Ay. 取 z 和 4i 的 不 交 邻 域 
U, V. 则 N(z,U) 为 syndetic 的 .由 于 了 连续 及 A FB, N(z,V) 为 thick 的 . 这 样 
N(2,U)NN(2,V) 4S, FE. 

(2) 设 M 为 极 小 集 , xe M 并 且 LV 为 zz 的 邻 域 . 如 果 N(x,U) 不 是 syndetic 
的 , 那么 存在 {ni}, 使 得 对 任意 ie N 有 Tiz ,Tritiz g U. 不 失 一 般 性 , 可 
设 limT™s = y. 则 对 每 个 7 € N, 有 limT™+Hr = 7575， 于 是 对 任意 Je Z, 有 
Tiy g U, 所 以 M = orb(y, T) c M\U, FJA! 

(3) 假设 (X, T) 为 极 小 的 . 设 Yi CY 为 非 空 闭 不 变 子 集 . 因为 riy) 为 非 空 
闭 不 变 的 , 所 以 它 为 全 空间 . FÆ Yi = r(X) =Y, B (Y, S) 为 极 小 的 . 

(4) B U,V AX BARS, HWE V CU. 根据 定理 1.3.2, FEARR B C 
Zs, 18 Uncen TV = X. FÆ Unen tT ”V) =Y, B Unen S "nr(V)=Y. 
根据 Baire 定理 , 存在 ”e B, 使 得 S-?"ryY 内 部 非 空 . 作为 一 个 简单 的 练习 , 请 读者 
自己 验证 r(Z)(2 rV) 的 内 部 是 非 空 的 . o 

由 上 面 定 理 知道 , 极 小 点 与 几乎 周期 点 是 同一 回 事 , 后 面 我 们 经 常会 混用 这 两 
个 概念 . 下 面 为 集合 AP(T) 的 若干 性 质 : 

定理 1.3.6 设 :X 一 了 为 系统 (X,T) 到 (Y,S) 的 因子 映射 . 则 

(1) T(AP(T)) = AP(T); 

(2) AP(T”) = AP(T), Vn € N; 

(3) tAP(T) = AP(S). 

证 明 (1) 首先 易 见 T(AP(T)) c AP(T). 现 设 z € AP(T), 则 由 定理 1.3.5, 
A = orb(x, T) 为 极 小 的 . 因为 了 : 4 一 4 为 满 射 , 所 以 存在 ye A, 使 得 T(y) = z. 
再 由 定理 1.3.5 得 到 ye AP(T). 

(2) 根据 定理 1.2.11 和 定理 1.3.5 即 可 得 到 结论 . 

(3) 首先 易 见 rxAP(T) C AP(S). Wit y € AP(S) H A = orb(y, T). 则 A HR 
小 集 . 由 于 B= rA 为 非 空 闭 不 变 的 , 存在 极 小 集 CCB. AW r(C) = A, 于 是 
存在 EC, 使 得 r(y) =x. 根据 定理 1.3.5, x € AP(T). 口 

例 1.3.7 下 面 给 出 几 个 例子 : 

e 设 S 为 复 平面 上 的 单位 圆周 , a HARK. 定义 T: 5S1 一 S! 为 z= e279 上 
e2(O+e) Yz e St. MAR (X,T) 为 极 小 的 . 

可 以 如 下 给 出 证 明 : 首先 对 任意 z = e? e St, orb(z,T) = {e274 ;ne 
Zi}. BA {na -— [na]: n € Z4} Æ [0,1] PBR, 所 以 orb(z,T) 在 S! 中 稠密 (其 中 
[-] 指 实数 : 的 整数 部 分 ). 

e 设 D = {0,1}, KP {0,1} RB Meahh D 取 乘 积 拓扑 . H w = (21,XY2,…) 
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及 Y= (yi, Y2,°°:) € 22; 令 
z+y = (c1,c2,.…), 


其 中 当 rty Ssl casar ty, mA r ty 22H =7m+y-2HR1LE 
到 下 个 位 置 上 . 对 于 以 后 位 置 依次 以 这 种 方式 定义 . 
RMT: dy — J H 


T (21, Z2,° A -) 一 (z1, 22,°° -) + (1,0,0,---). 


所 得 的 系统 (Da, T) 称 为 一 个 加 法 机 器 . 下 面 我 们 说 明 它 为 极 小 的 . 

实际 上 , 只 要 注意 到 orb(0, T) = {40 : A € Ui>i{f0,1} 其 中 0= (0,0,---), 
就 不 难说 明 对 任意 Ze Lo, orb(x,T) 为 稠密 的 . 

e 上 面 两 个 例子 都 是 所 谓 的 玫 roneker AH. 设 G 为 紧 致 度量 交换 群 及 EG. 
令 了 为 G 在 go 下 的 转移 上 映射, 即 T(9) = gog, Yg E€ G. 一 般 称 (G,T) AKroneker 
系统 . 第 3 章 将 说 明 (G,T) 为 等 度 连续 的 . 

下 面 说 明 G 的 每 个 点 都 是 几乎 周期 的 . Hg 为 取 定 的 一 个 几乎 周期 点 , 而 VV 
为 单位 元 的 一 个 邻 域 . 如 果 Tg E Vg, 那么 任何 ge G 就 有 


T”g = gg=9g39197'9 E Vg1g91 9 = V9. 


于 是 9 为 几乎 周期 的 . 尤其 如 果 (G,T) 为 传递 的 , 那么 它 为 极 小 的 . 

e 下面 给 出 在 符号 系统 中 构造 几乎 周期 点 的 一 种 方法 . 设 A= {0,1,---,k-1}, 
wo,- wk-1 为 有 词 且 每 个 词 包含 了 4 中 所 有 字母 . 

定义 Ob: Uii Æ > Uiz At HR 9(i) = wi 和 o(a,- ,an) = $(a1) Plan). 
自然 地 , 这 个 上 映射 由 可 以 延 拓 到 Vb. 容易 说 明 , 9 的 不 动 点 实际 上 为 几乎 周期 点 . 
一 般 称 o 为 一 个 替换 , 而 由 它 产生 的 极 小 系统 称 为 替换 系统 . 

一 个 十 分 著名 的 例子 就 是 所 谓 的 Morse 序列 . 设 wo = 01 以 及 wi = 10, 于 是 


0 一 01 一 0110 — 01101001 一 0110100110010110 > --., 


而 Morse Æ 3] > (0110100110010110. --), 它 是 一 个 几乎 周期 点 . 

o 设 (Ik, T) 为 全 转移, 那么 ZE lS, 为 几乎 周期 点 当 且 仅 当 每 个 Z 中 出 现 的 词 
出 现在 z 的 位 置 为 syndetic 的 . 

定义 1.3.8 ”动力 系统 (X,T) 称 为 

。 一 个 P 系统 是 指 它 为 传递 的 , 并 且 Per(T) AX 中 稠密 ; 

。 一 个 M 系统 是 指 它 为 传递 的 , 并 且 AP(T) AX PRE. 

根据 定义 , 任何 P 系统 是 M 系统 . 全 转移 (Le, T) 为 一 个 P AS; 任何 极 小 但 
非 周 期 的 系统 为 M 系统 , 而 非 P 系统 . 我 们 提 及 一 个 相反 的 例子 : 设 z AP 1.2.9 
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中 的 回复 点 而 X = orb(z,T), WAS (X,T) 为 传递 的 , 并 且 只 有 一 个 唯一 的 极 小 
集 {(0,0,---)}. 事实 上 , MR y AX 的 几乎 周期 点 , 则 存在 序列 ni 一 +00, 使 得 
Tiz >y. Fey 中 有 任意 长 的 0 词 , 这 意味 着 (0,0,…) € orb(y,T). 于 是 由 极 小 
ERA y = (0,0,…). 

定义 1.3.9 %4 ACZ, 称 为 piecewise syndetic 的 是 指 它 为 一 个 syndetic 
集合 与 一 个 thick 集合 的 交 . 记 所 有 piecewise syndetic 集合 为 Fps. 

一 个 集合 A C Z} 称 为 thickly syndetic 的 是 指 对 任意 n € N, 存在 一 个 
syndetic 集 {s? < s2 < … 小 使 得 AD UE {s?, 57 +1,---, 87 tn}. 记 全 体 thickly 
syndetic 集 为 Fis. 

易 见 , 任何 Fps 集 与 任何 Fes 集 相交 非 空 . 下 面 的 定理 体现 了 它们 与 动力 系统 
的 联系 . 

定理 1.3.10 i (X,T) 为 传递 系统 且 ze Transr. 则 

(1) (X,T) AM 系统 当 且 仅 当 对 r 的 任意 邻 域 UN(z,U) € Fos; 

(2) E KA (X, T) 的 极 小 集 , 那么 (XX,T) 以 KK 为 其 唯一 极 小 集 当 且 仅 当 对 五 
的 任意 邻 域 U, N(2,U) € Fe. 

证 明 (1) 如 果 (X,T) AM ABE, 则 易 见 对 z 的 任何 邻 域 U, N(x,U) € Fps. 
这 是 因为 对 每 个 极 小 点 ye U, N(y,U) 为 syndetic 的 , 并 且 存 在 序列 ni 一 +00, 使 
得 T™ (x) > y. 

下 面 假设 对 zx 的 任意 邻 域 U0, N(z,U) € Fps- W e > 0, 使 得 Be(z) CU. 于 
是 存在 pEN 及 {mi sie Nl <j <i} c N(z, Bey2(z)), 使 得 ml <- <m H 
mi -mi <p, VI<j<i-1l. Sy WH {T™(2)} 的 极限 点 . WA y E€ Be(z) 
H N( Be(z)) 为 syndetic 的 . 设 M 为 在 了 下 轨道 闭 包 中 的 极 小 集 , 我 们 断言 
M n Be(z) # Ø. KL, 如 果 Mn Be(z) = g, 那么 存在 开 集 V DM RHR 
Ui > Be(z), 使 得 Ui NV = Ø. AW N(y,V) 为 thick AY, 所 以 N(y, U1) 不 能 为 
syndetic 的 , F JA! 

根据 MNU AS 以 及 (X,T) 的 传递 性 , (X,T) AM 系统 . 

(2) 假设 (X,T) 有 唯一 极 小 集 K. 对 任意 K 的 邻 域 0, RU CU AK 的 邻 
域 , 上 满足 如 果 TI (x) € Ui, 就 有 TIt (x) CU, VI Sk <i. 因为 对 每 个 i, N(x, Ui) 
为 syndetic 的 , 所 以 N(x,U) € Fis. 

RZ, MET 有 极 小 集 K, 使 得 KNAK =o. 那么 对 于 Ki 的 每 个 不 交 于 U 
的 邻 域 V, N(z,V) 为 thick 的 . 于 是 N(z,U) CN\ N(z,V) 不 可 能 为 syndetic 的 ， 
矛盾 ! 口 

作为 定理 1.3.3 的 应 用 , 有 

定理 1.3.11 设 N= BiU..…UB,, 则 存在 j 使 得 Bi e Fos. 
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证 明 设 A4= {1,…,q}, EX we ANH 


S X =orb(w, T), 设 了 为 转移 映射 . 则 (XT) 为 动力 系统 , 根据 定理 1.3.3, 在 
X 中 存在 极 小 点 E 假设 j 在 中 出 现 , 那么 ; 出 现 的 位 置 形成 一 个 syndetic R, 设 
其 间距 不 大 于 1. HF EEX, 存在 {mi}, 使 得 T™iw 能 任意 接近 E 这 意味 着 存在 
序列 ni 一 +00, 使 得 


(T™ w) =f, (T™iw), oy (T™w)n = Eni 


上 式 说 明了 在 (wms+1,… ,wmi+ni) 中 以 间距 不 大 于 | 出 现 . 于 是 Bi E Fos. 口 

类 似 于 传递 的 情形 , 我 们 可 以 定义 完全 极 小 性 , 即 对 任意 n eN, (X,T") AR 
小 的 . 圆周 上 的 无 理 旋转 是 完全 传递 的 , 而 加 法 机 器 不 是 . RP RNR TA 
解 的 详细 讨论 参见 文献 (Ye, 1992). 

Birkhof 回复 定理 说 明 每 个 动力 系统 都 有 回复 点 , 这 个 事实 启发 我 们 给 出 回复 
集 的 概念 . 

定义 1.3.12 FRAC Z, 称 为 回复 集 是 指 对 每 个 动力 系统 (X,T), 存在 
{nj} CA, 使 得 mi 一 二 oo, 以 及 xE X, KH Tz oz. 

FÆ Birkhoff 定理 说 明 Zi 为 回复 集 . 由 定理 1.3.13, 我 们 可 以 看 到 每 个 thick 
集 为 回复 集 . 令 人 惊奇 的 是 , 回复 集 与 组 合 数学 中 的 染色 问题 密切 相关 , 而 且 也 与 
syndetic 集 的 差 集 联系 在 一 起 . 回复 集 的 一 个 刻画 为 

定理 1.3.13 集合 4 为 回复 集 当 且 仅 当 对 每 个 syndetic $ S, AN(S- S) £ Ø. 

WHA (>) 设 4 为 回复 集 且 SER. FD = {0,1}z+ 且 了 为 转移 映射 . E 
Mae Har =14AN4 ne S. & X =orb(s,T). 设 Y 为 X 的 极 小 集 且 
U={yeY:y=1}. MF S 为 syndetic H, U 4 Ø. Ris N(U,U) cS-S. 
实际 上 , $ ne N(U, U), WUT -"(U) 4 3, MEE y € U, E T (y) € U. 这 样 
就 有 某 mm EZ, (818 tm = 1 H tmn =1, BP ne S-S. 

因为 Y 为 极 小 的 , 根据 定理 1.3.2, 存在 N, 使 得 Y = Ucu TU. 这 样 对 每 个 
ye Y, 存在 i < N, 使 得 Ti(y) e U. 因为 4 为 回复 集 , 所 有 存在 ae Ah yey, 
使 得 d(T*y,y) HANH T*(Tiy),Tiy € U, 其 中 i < N, 14 T'y € U. 这 意味 着 
AN N(U,U) 4 Ø, m AN(S-—S)4 2. 

(=) RY 为 极 小 集 , U 为 了 满足 diam(U) < e 的 非 空 开 集 , Ht e > 0. 
对 yo € U, HF N(U,U) = N(yo,U) — N(yo,U) 及 N(yo,U) 为 syndetic 的 , 有 
ANN(U,U) 4. 于 是 存在 ae A 及 zo €U, (HF d(T%20, 20) < £. $ 


B: = {y EY :存在 ce A, 使 得 d(T?%y,y) <€}. 
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由 于 在 每 个 非 空 开 集 U 中 存在 ye Un Be, 所 以 Be 为 稠密 开 集 . 


A 


ee 
n=1 
则 D 为 Y 的 稠密 子 集 且 D 中 每 个 点 均 按 4 的 子 集 元 素 回 复 . 因为 每 个 系统 均 有 
极 小 子 集 , 所 以 4 为 回复 集 . 加 


回复 集 与 染色 问题 有 着 密切 联系 . 设 G 为 以 Z 为 顶点 的 图 , FA Z 的 加 法 
下 保持 不 变 , 即 如 果 (i 站 为 G WW, 那么 对 每 个 ne Z, (itn jin) PREE 
的 边 ， 易 见 这 样 的 图 由 一 个 距离 集 DCN 所 确定 , 其 中 D 取 遍 所 有 边 长 li- jl, 
(i5) 为 图 的 边 . 一 个 以 D 为 距离 集 的 图 记 为 G(D). 一 个 图 的 染色 是 指 赋予 G 的 
顶点 以 各 种 颜色 , 使 得 相 邻 的 顶点 的 颜色 不 同 ( 即 有 共同 边 相 连 的 顶点 有 不 同 的 颜 
色 ). 所 谓 G 的 染色 数 就 是 按 上 述 方式 去 染色 所 需 的 最 少 颜色 . 明显 地 , 当 D 越 小 
Ht, G(D) 为 有 限 数 的 可 能 性 越 大 . 称 序列 D = {1 < d1 < ds。 <…} 为 缺 项 的 是 指 成 
VW. inf; dj41/d; > 1. Katznelson 证 明了 如 果 D 为 缺 项 的 , 那么 G(D) 具有 有 限 的 染 
色 数 . 更 进一步 地 有 , 一 个 图 具有 有 限 染 色 数 当 且 仅 当 DD 不 是 回复 集 (Katznelson, 
2001). 

最 后 我 们 以 一 个 关于 非 传 递 点 集 的 结构 定理 结束 本 市 . 

定理 1.3.14 设 (XX,T) 为 传递 且 非 极 小 的 动力 系统 , WX \ Transr 为 天 的 
稠密 子 集 . 

WBA BV AX ESR. 因为 Transp 稠密 , 存在 ze VNA Transr. 由 于 
a 为 非 极 小 点 , 所 以 存在 开 集 U, 使 得 UV CV H N(x,U) 不 为 syndetic 的 . FRE 
在 序列 ni 一 +00, 14 T™ (x) € U H T™H (x) ZU, Yj = 1,2,…,i. 根据 紧 性 , 不 
妨 设 T™(z) 一 Fy CU H Ty, T?y, GU. XERA y € X \Transr. 由 下 
的 任意 性 , X \ Transp 为 X 的 稠密 子 集 . 口 

作为 定理 的 补充 说 明 , 我 们 指出 , 存在 这 样 的 传递 非 极 小 系统 (X,T), EWE 
X = Transp U Per(T), 即 每 个 非 传 递 点 为 周期 点 . 实际 上 还 存在 传递 非 极 小 系统 ， 
它 的 非 传 递 点 均 为 非 周 期 的 几乎 周期 点 . 关于 这 些 例子 参见 文献 (Downarowicz-Ye, 
2002). 


习 题 1.3 
1. 证 明 : 极 小 系统 的 自然 扩充 仍 为 极 小 系统 . 
2. 完成 定理 1.3.5 (4) 的 证 明 . 提示 : 证 明 如 果 了 全 :一 X 极 小 ,那么 如 4 有 非 空 内 
W, 则 T(A) 也 有 非 空 内 部 (Kolyada etc., 2001). 
3. 给 出 例 1.3.7 (2) 的 详细 证 明 . 


§1.4 混合 人 性 Caz 


A. 说 明 对 极 小 系统 (X,T), 在 定理 1.2.11 中 可 以 要 求 XiNX; = Oo. 提示 : 参见 文献 
(Ye, 1992). 

5. WEH: 如 果 ANB £g, YB E F, (BEF), WA X thick 的 (syndetic 的 ). 

6. 证 明 : 如 果 ANB £, VB € Fps (BE Fis), WJ A E Fis (A E Fps ). 

7. 证 明 : Fps 具有 Ramsey 性 . 

8. 验证 定理 1.3.2 及 1.3.3 对 一 般 群 作用 仍 成 立 . 

9. Fint — Fint = {了 一 下 :FE Fins} 中 集合 称 为 差 集 . 证 明 任何 差 集 为 回复 集 . fem: 
对 syndetic 集 S KARM F = {ni < m < …}, 考虑 S+, S 十 nz,…, 并 且说 明 存在 
i<j, #8 (S+ ni) N (S +n) £. 

10. 设 (X,T) 为 动力 系统 ，S e Fos. 证 明 : 如 果 存在 ze X, 使 得 [T (e): 1€ S} CK, 
那么 K 中 存在 极 小 点 . 提示 : 参见 文献 (Blokh, 2002). 

11. RS = R/Z 为 单位 圆 ，a 为 无 理 数 以 及 86 e [0,1) 5 a 有 理 线性 无 关 的 . 定义 
w € {0,1}% 为 w(n) = lp g(na), vn € Z. $ X = orb(w,T), 其 中 了 为 转移 映射 ， 证 
H: (X,T) 为 极 小 系统 . 这 种 系统 称 为 Sturmian 系统 . 

12. Toeplitz 序列 w € {1,2,---,)” 定义 为 : 对 任意 n € Z, FE p > 1, 使 得 对 任意 
k € Z 成立 w(n + kp) = w(n). Toeplitz 系统 定义 为 Toeplitz 序列 在 转移 映射 下 的 轨道 闭 
包 . 证 明 : Toeplitz 系统 为 极 小 的 . 


81.4 混合 人 性 


在 这 一 节 , 我 们 讨论 另 一 类 具有 较 强 回复 属性 的 传递 系统 一 一 混合 系统 . 

定义 1.4.1 i (X,T) # (Y,S) 为 两 个 动力 系统 , 称 它们 为 弱 不 交 的 是 指 乘积 
系统 (XxX Y,T x S) 为 传递 的 . 

上 面 的 乘积 系统 Tx 5 : XxY >X xY 的 作用 定义 为 Tx S(x,y) = (Tr, Sy), 
Vv(z,y) E X x Y- Zy 的 子 集 4 称 为 有 限 余 的 是 指 Z+\4 为 有 限 的 . 我 们 用 Fee 来 
表示 全 体 有 限 余 集 构成 的 集合 . 

定义 1.4.2 (1) 一 个 动力 系统 称 为 弱 混 合 的 是 指 它 弱 不 交 于 自己 , BX x 
X,T xT) 为 传递 的 ; ' 

(2) 一 个 动力 系统 称 为 强 混 合 的 是 指 对 每 个 非 空 开 集 U f V, N(U, V) 为 有 限 
余 的 . 

由 定义 知 , 强 混合 的 系统 必 为 弱 混 合 的 , 而 弱 混 合 系统 必 为 传递 的 (实际 上 也 为 
完全 传递 的 ). 圆周 上 的 无 理 旋转 为 完全 传递 而 非 弱 混合 的 , 后 面 我 们 会 看 到 许多 纶 
混合 而 非 强 混合 的 例子 . 为 刻画 混合 性 , 我 们 引入 如 下 概念 : i 

定义 1.4.3 Z, 的 一 个 子 集 族 F 称 为 一 个 滤 子 是 指 它 满足 : 

(1) SF; 

(2) 如 果 FLEF AF, Ch, MARA Foc Ff; 
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(3) 对 任意 Fh, EF, 由 FeF. 

下 面 的 定理 被 称 为 “Furstenberg 相交 引 理 ”, 这 是 研究 混合 性 的 一 个 重要 工具 . 
对 于 Z+ 的 子 集 族 F, 我 们 用 [F] 表示 集合 {A CZ: ER CF, 使 得 4A FY. 

定理 1.4.4 一 个 动力 系统 (X, T) 为 弱 混 合 的 当 且 仅 当 [及 为 滤 子 , 其 中 大 = 
{N(U,V):U,V 为 XX 的 非 空 子 集 }. 

证 明 mE [F] ARTF, 那么 对 X 的 任意 非 空 开 集 Ui, U2, Vi, Ve, 有 


NU, x U2, Vi x V2) = N(W,, Vi) NN (U2, V2) E€ [F]. 


特别 地 ,， N(U1 x U2, Vi x V2) AS. 所 以 (X,T) 为 弱 混 合 的 , 

反之 , 设 (X,T) 为 弱 混 合 的 , H N(U, V), N(U2, V2) € [万 . BIKA EM, 
存在 me N(U1,U2) A N(Vi, V2). 8 A = UATU, B= ViNT Ve. 对 任意 
k € N(A, B), 有 


ANAT EB = (U,NT-"U2) N TEV NAT V) = (VNT VNT (U2 NTV). 
这 意味 着 U NATN AS AUNT" 49. 于 是 
N(A, B) C N(U1, V1) N N(U2, V2). Q 


下 面 的 定理 指出 弱 混合 系统 与 集 族 A 有 着 密切 相关 . 

定理 1.4.5 i (X,T) 为 动力 系统 , 则 以 下 各 命题 等 价 : 

(1) (X,T) 为 弱 混 合 的 ; 

(2) 对 任意 非 空 开 集 U,V, N(U,U) Nn N(U, V) 4 @; 

(3) 对 任意 非 空 开 集 U,V, N(U,U)NN(V,U) 4 Ø; 

(4) 对 任意 非 空 开 集 U 和 V, N(U,V) A thick 的 . 

证 明 (1) = (2) 由 定义 即 得 . 

(2) > (3) 设 UV 为 XX 的 非 空 开 集 , 那么 存在 ne Z, EF Vi = VATU F 
g. 于 是 


N(U,U)NN(V,U) > N(T7"U, T-7U) N N(V1,U) > N(Vi,Vi) 0 N(V1, U) # Ø. 


(3) = (1) 设 U1, U2, U3, Ua 为 X 的 非 空 开 集 ， 那么 存在 Ni,n2 €E Z+, 使 得 
E=UNT™U,49 RF=T™UZNT ME 4 Ø. 同样 地 , 存在 ng € Z+ ,使 得 
FOT-“FAGRUANT-@™FAS. A n= n +n, WA 


T~-™(T-"U2NU3) D T ™+AU NT U NT ™ U3 > T ENF DT FNF +Ø. 
FÆ TUNU; #4 Ø. 另外 


T-"U, UT +9 Ug NTU NU = T"E NUS ST ENUA. 
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Ep N (U3, U2) N N(U4, U1) + D. ` 
(1) > (4) B U, VAX WARS. 由 定理 1.4.4, 对 任意 Ne N, 有 


N(U, V) A N(U, TV) N- -- N N(U, TNV) £ Ø. 


所 以 N(U, V) 为 thick 的 . 

(4) > (2) 设 UV 为 X 的 非 空 开 集 及 me N(U, V), BAW =UNT-"V # ø. 
由 于 N(W,W) 为 thick 的 , 存在 ne Z4, E4 WOAT- WwW AS RWOT--™W + 
ø. 于 是 


UNTU > WMTW 42, UNTV =UNT OTV > WAT "W FS. 


即 N(U,U) N N(U, V) # Ø. 口 

例 1.4.6 ”下面 给 出 一 些 混合 的 例子 ， | 

o 设 (Ik T) 为 全 转移 , 则 它 为 强 混合 的 . 

o r 为 例 1.2.9 中 的 回复 点 且 设 X = orbe, T). 下 面 说 明 (X,T) 为 强 混合 
的 . 考虑 x 的 开 邻 域 [An], 由 x 的 构造 , 对 每 个 m > n, AMA, 出 现在 z 中 . 
于 是 N((An], [An]) = N(z,[An]) 一 和 N(z, [An]) 为 有 限 余 的 . AA (X,T) 为 传递 系 
统 , 所 以 对 于 任何 非 空 开 集 U,V, HA NEN, 使 得 C= 二 UNnT-"V 关 Ø. 这样 
N(U,V) = N(T-"U,T-"V) D N(T-"C,C) Dn+N(C,C). 假设 T(z) ECC 并 且 取 
j, AZ T*([Aj]) CC. 于 是 就 有 N(U, V) D n+ N((Aj], [Aj]), RBRAARABR 
合 的 . 

° 设 {an:n E N} 为 一 个 thick $, 定义 Ay = (1), A2 = 4100) A1,- , An+1 = 
4n0(o") 4 A x = lim AS ZA X =orb(x, T). 容易 验证 (X,T) 为 弱 混 合 的 . RAT 
也 可 以 选取 an 使 得 系统 成 为 强 混合 的 . 

命题 1.4.7 设 z 为 胸中 的 回复 点 且 设 X = orb(z, T), 那么 

(1) (X,T) 为 弱 混 会 的 当 且 仅 当 出 现在 x 中 的 任何 两 个 词 无 限 次 出 现 , 并 且 它 
们 的 间隔 可 以 为 任意 长 的 数 ; 

(2) (X,T) 为 强 混合 的 当 且 仅 当 出 现在 r 中 的 任何 两 个 词 无 限 次 出 现 , HLE 
们 的 间隔 为 有 限 余 的 . 

证 明 留 作 习 题 . 

定义 1.4.8 (1) 一 个 动力 系统 称 为 拓扑 遍历 的 是 指 对 任意 非 空 开 集 U,V, N(U, 
V) € Fs; 

(2) 一 个 动力 系统 称 为 扩散 的 是 指 它 弱 不 交 于 任意 极 小 系统 ; 

(3) 一 个 动力 系统 称 为 极端 扩散 的 是 指 它 弱 不 交 于 任意 拓扑 遍历 系统 

推论 1.4.9 ”任何 弱 混 合 系 统 为 极端 扩散 的 , 而 任何 极 广 扩散 系统 为 扩散 的 . 
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证 明 ”由 定理 1.4.5, WE (XT) 为 弱 混 合 的 , 那么 对 和 的 任意 非 空 开 集 U,V， 
N(U,V) A thick 的 . 于 是 易 证 弱 混 合 系统 为 极端 扩散 的 . 

为 证 极端 扩散 蕴含 扩散 , 仅 需 证 明 极 小 系统 为 拓扑 遍历 的 . 设 (X,T) 为 极 小 的 ， 
U,V AX WARS. 那么 存在 ne Z, REM -UNT "V8. 令 TE Wi, 由 
定理 1.3.5, N(x, Vi) 为 syndetic 的 . 于 是 


N(U,V)=N(T-"U, T-"V) > N(T®V, VONntNV, VM)=n+(N(z, Vi)—N(z, Vi)) 


为 syndetic 的 . 口 

介 于 弱 混合 性 与 强 混合 性 之 间 有 一 类 非常 重要 的 混合 性 : mild RE, 它 是 由 
Glasner(2004) 和 黄 文 、 叶 向 东 (2004b) 借鉴 遍历 理论 中 的 定义 分 别 引入 的 . 

定义 1.4.10 ”一 个 动力 系统 称 为 mild 混合 的 是 指 它 弱 不 交 于 任何 传递 系统 . 

由 定义 , 两 个 mild 混合 系统 的 乘积 系统 仍 为 mild 混合 的 . 实际 上 mild 混合 是 
严格 介 于 强 、 弱 混合 之 间 的 性 质 , 我 们 在 第 8 章 会 给 出 具体 的 例子 来 说 明 这 个 事实 . 
根据 定理 1.4.5, 一 个 动力 系统 为 弱 混 合 的 当 且 仅 当 对 任意 非 空 开 集 U,V, N(U,V) 
为 thick 的 . 设 F HZ. 的 子 集 族 , EM F-FH{F-F: FEF} ,而 子 集 4 CZ 
属于 集合 (Fip - Fip) BRE SE Fip 一 Fip 中 元 相交 . 对 mild 混合 有 

定理 1.4.11 设 (X,T) 为 动力 系统 . 则 (X,T) 为 mild 混合 的 当 且 仅 当 对 任 
意 非 空 开 集 U,V, N(U,V) € (Fip — Fip)*. 

证 明 设 (X,T) 为 mild 混合 的 , 即 对 任意 传递 系统 (Y, 5), (X x Y,T x S) 
仍 为 传递 的 . 因此 (XT) 为 弱 混 合 的 . 下 证 对 任意 IP 子 集 FAR X 的 任意 非 空 
FÆ Ui, U2, N(U1,U2)N (F — F) # Ø RE. 由 定理 1.2.13, 存在 传递 系统 (Y, 5)、 
传递 点 y E Y UR y 的 邻 域 V, 使 得 N(y,V) CF. 由 于 (XT) A mild 混合 的 ， 
(X x Y,T x S) 为 传递 的 .于 是 N(U1,U2)NN(V,V) =N(UL x V,U2xV) 4 Ø. 由 于 

N(V,V)= N(y,V)— N(y,V) CF -F, 
得 到 N(U1, U2) N (F — F) Z Ø. 
反之 , 假设 对 XX 的 任意 两 个 非 空 开 集 Ui, U2, 均 有 N(D U2) € (Fip — Fip)". 设 


(Y, S) 为 任 一 传递 系统 , 且 设 U1,U2 为 X 的 任意 非 空 开 集 而 Vi, V2 为 Y 任意 的 非 
空 开 集 . 则 由 定义 有 


N(Ui x Vi, U2 x V2) = {n € Z4 : (T x S) "(Ux V2) N (U1 x V1) F Ø}. 
由 于 (Y, S) 为 传递 的 , 存在 ke Zy, 使 得 V = SFNV A X 非 空 开 集 这 
样 就 有 
N(U, x Vi, U2 x V2) 
= {n € Z} : (T x S) "(U2 x V2) N (U1 x Ni) # Ø} 
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Dk+ {me Z4} : TMH N U1) x (STONY) Z Ø} 
Dk + {m € Z, : (TTT N U1) x (SV NV) # Ø} 
=k+N(U,,T~*U2)N N(V, V). 


由 定理 1.2.13, N(V, V) 包含 子 集 (F - F), 其 中 F 为 IP FR. 由 于 (XT) 为 
(Fis=Fis) 传递 的 ， 有 N(U;,T~*U2)NN(V, V) 天 Ø. 于 是 NU, x Vi, U2 x V2) 天 ©. 
因为 U, U2 5 Vi, V2 为 任意 的 , 所 以 (X x Y,T x S) 为 传递 的 , 即 (X,T) 为 mild 混 
合 的 . 口 

对 于 各 种 混合 性 的 讨论 , 我 们 会 在 后 面 的 章节 中 详细 展开 . 由 于 任意 F € Fip- 
Fp 必 包 含 偶数 , 所 以 2N E (Fip — Fip)*. 于 是 (Fip 一 Fip)* 中 元 不 必 为 thick 的 . 作 
为 练习 , 请 读者 证 明 : 任意 F E (Fip — Fip)* 都 是 syndetic 的 . 

习 题 1.4 

1. GEAR: 弱 混 合 (相应 的 、mild 混合 、 强 混合 ) 系统 的 自然 扩充 必 为 弱 混 合 (相应 
的 、mild 混合 、 强 混合 ). 

2. 证 明 命题 1.4.7. 

3. 证 明 : 一 个 动力 系统 为 完全 传递 的 当 且 仅 当 它 与 所 有 周期 系统 为 弱 不 交 的 . 

4. WEAR: 有 和 Fis AES. 提示 : 用 Hindman 定理 . HA: (Fip 一 Fi) EBART? 

5. WEAR: 如 果 (X,T) 为 弱 混 合 的 , 那么 对 每 个 ne NT :XXX 一 和 及 了 :X7 xX” 
为 弱 混 合 的 . 

6. 证 明 : 完全 传递 的 P 系统 为 弱 混 合 的 . 

7. 设 (X,T) 为 动力 系统 . 如 果 对 任意 非 空 开 集 U,V, N(U, V) E€ NF, 那么 N(U,V) € 
Frs. 

8. WEAR: (X, T) 为 扩散 的 当 且 仅 当 它 弱 不 交 于 任意 M 系统 . 


81.5 ”其 他 不 变 集 


在 前 面 几 节 中 , 我 们 研究 了 传递 性 、 极 小 性 和 混合 性 , 介绍 了 周期 点 、 几 乎 周期 
点 和 回复 点 的 概念 . 它们 有 如 下 包含 关系 : 


Per(T) c AP(T) c Rec(T). 


在 这 一 节 , 我 们 再 介绍 一 些 诸如 w 极限 集 、 非 游荡 集 等 其 他 不 变 集 . 

定义 1.5.1 设 (X,T) 为 动力 系统 . AAT) = Ucx wlz, T), 4% AT) A (X,T) 
的 w 极限 集 . 

由 定义 易 见 , x © Rec(T) 当 且 仅 当 z € w(x,T). 需要 注意 的 是 一 个 w 极限 
点 不 必 为 回复 点 ， 例 如 , 令 z = (10100100010000.….) € D, T 为 转移 映射 ， 则 
y = (100000---) € w(x, T) 但 它 不 是 回复 点 . w 极限 点 集 有 如 下 性 质 : 
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定理 1.5.2 设 ( 久 ,TT) 为 动力 系统 , zE 和. 则 

(1) w(x, T) 为 非 空 闭 集 ; 

(2) Tw(x,T) = w(x,T). 于 是 TA(T) = A(T). 另外 , HHA i> 0 fe nEN, 
TO 

(3) 对 每 个 n Ee N YRS waT) = UP w(Tiz,T"), FARMER NECN, 有 
A(T”) = A(T); 

(4) Rec(T) c A(T). 

证 明 (1) 由 X 的 紧 性 , wl, T) WARS. Mt y © X \w(2,T), 存在 y 的 邻 域 
U, 使 得 Unorb(x,T) ABR. 于 是 , 存在 y 的 邻 域 V', 使 得 UV COX \w(2,T). 这 意味 
着 wla, T) HAR. 

(2) 易 验 证 , 留 作 习题 . 

(3) AR Ud w(Tiz,T") C w(2,T). 下 设 y € wlz, T). 那么 存在 ni 一 +00, 
使 得 Ts 一 y. RR RHE Bn =kn+r, HPO<r<n-l. 于 是 ye 
wT t TE Des w(Tiz, T”). 

(4) 易 证 . o 

需要 特别 注意 的 是 , SRM A(T) 并 非 为 闭 的 . 下 面 的 定理 告诉 我 们 , 并 非 X 
的 每 一 个 闭 不 变 子 集 都 可 以 作为 某 个 zeX 的 w 极限 集 . 

定理 1.5.3 i (X,T) 为 动力 系统 , LEX. 如 果 存 在 一 个 周期 点 PE wlr, T), 
使 得 pA wlr, T) ORAS, 那么 w(z,T) 为 周期 轨 . LE, 如果 w(zZT) 为 有 限 的 ， 
那么 它 必 为 周期 轨 . 

证 明 设 p 的 周期 为 n. 根据 定理 1.5.2 (3), FE i, 使 得 ps w(T'z,T"). > 
y =T'(x) k g =T". 于 是 pe w(y,9) Ag 的 不 动 点 , AA oly, g) 的 孤立 点 . 下 证 
w(y,g) = {p}. 

假设 w(y,g) Z {p}. S U Ap 的 开 邻 域 满足 UN (w(y,g)\ {p}) = 2. 则 存在 
ni 一 +00, 184% gy CU H g™itiy g U. 因为 p 为 w(y,9) 的 孤立 点 , gy 一 p. 由 
9 的 连续 性 , g™ tly 一 p. 因为 g™t1y ZU, 矛盾 ! 

于 是 w(y,g) = {p}. 这 说 明 {p} = w(T'z, T”), 从 而 w(z,T) = orb(p,T) 为 周 
期 轨 . 回 

EN 1.5.4 R (X,T) 为 动力 系统 . 一 个 点 ZE XX 称 为 非 游荡 点 是 指 对 z 的 
EEA U, AN EN, 使 得 UNT-?U 关 .如果 工 不 是 非 游 荡 点 , 那么 称 为 游 
HRA. 记 全 体 X 非 游 荡 点 的 集合 为 Q(T). 

非 游 荡 点 集 有 如 下 性 质 : 

定理 1.5.5 设 (X,T) 为 动力 系统 , 则 

(1) Q(T) 为 团 的 ; 
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(2) A(T) c Q(T), AK Q(T) 为 非 空 的 ; 

(3) T(Q(T)) c Q(T). 

证 明 (1) AW X\ Q(T) 为 开 集 , 所 以 Q(T) AAR. 

(2) cre X Ry €u(z,T). 则 存在 序列 ni 一 +00, 使 得 T"iz > y. My h 
任意 邻 域 0, 存在 nj > ni, 144 THs, T™x CU. FÆ UNT mU FZ ©, 继而 
y € Q(T). 所 以 A(T) c Q(T). 因为 Q(T) WAR, 所 以 A(T) c Q(T). 

(3) 令 zeQ(T) 且 U0 为 Tz 的 邻 域 . 由 了 的 连续 性 , 存在 z 的 邻 域 V, 使 得 
TV CU. 因为 ze Q(T), 存在 ne N, 使 得 VNT-"V 关 8. 于 是 UNT-"U 2 
TVNT-"TV > T(V ATV) £ Ø. o 

需要 指出 的 是 TAT) = Q(T) 一 般 不 成 立 . 另外 , 迭代 不 变性 一 般 也 不 成 立 ， 
BP Q(T") = Q(T) 一 般 不 再 成 立 , 具体 例子 可 参见 文献 (Coven-Niteck, 1981; Huang- 
Ye, 2001a). 

当 Q(T) =X if, 有 

定理 1.5.6 设 (X,T) 为 一 个 动力 系统 . 如果 QT) = X, MBA Rec(T) AX 
的 一 个 稠密 Gs 集 . 

证 明 “对 任意 s > 0, 令 

A, = {x € X: PFE n 1, 使 得 d(T" 2, x) <€}. 
易 见 Ac 为 稠密 开 集 . 设 4 = N A, 则 Rec(T) = A 为 稠密 的 Gs R. o 

设 (X,T) 为 动力 系统 , 令 A(T) = Q(T), Q(T) = QTlom)…， HA, 
如 果 6 为 后 继 序 数 , 令 yT) = Tlosa); MR 6 为 极限 序数 , 令 NT) = 
Na<pQa(T). 由 于 关 为 紧 致 度量 空间 , 存在 一 个 可 数 序数 7, 使 得 0r+1(T) = Q(T). 
我 们 将 具有 以 上 性 质 的 最 小 的 7 RA (XT) 的 中 心 深度 , 而 (T) RA (X,T) 的 
中 心 . 由 定理 1.5.6, 系统 的 中 心 实际 上 就 是 Rec(T). 另外 , 对 任意 可 数 序 数 7, 我 们 
都 可 以 找到 一 个 系统 (X,T), 其 中 心 深度 为 7(Kato-Park, 1999). 


>) 题 1.5 
1 设 工 : [0,1] > [0,1] 为 动力 系统 证 明 {0} U E | 不 能 为 [0, 1 中 任意 一 点 BY w BE 


限 集 提示 ， 如 果 存在 z, E olo, T) = {0} U | 3 了 ,那么 运用 T 于 ole, 7) ESET 
2. 构造 一 个 系统 (X,T), 使 得 TQ(T) # Q(T). 提示 : 参见 文献 (Block-Coppel, 1992). 
3， 构 造 一 个 系统 (X,T) 使 得 对 任意 n CN, HA QUT") 4 Q(T). 提示 : 参见 文献 
(Block-Coppel, 1992). 
4. 对 每 个 可 数 序数 7, 构造 系统 (X,T), 使 得 X RE (X,T) 的 深度 为 7. 提示 : 参 
见 文献 (Kato-Park, 1999). 
5. 构造 系统 (X,T) WE: 存在 ze X, 使 得 w(z, T) 为 可 数 但 非 有 限 的 . 
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81.6 ”多重 回复 定理 与 van der Waerden 定理 


Birkhof 回复 定理 告诉 我 们 , MRT 为 紧 致 度量 空间 到 自身 的 连续 映射 则 
Rec(T) 关 Ø. 于 是 自然 的 问题 是 : WRX 为 紧 致 度量 空间 , T,---,T AX £1 
个 可 交换 的 连续 自 映 射 , 那么 是 否 存在 一 个 序列 mw 一 to 以 及 点 x € X, 使 得 
Tye 一 7， VI <j < 1 成 立 ? 这 个 问题 的 答案 是 肯定 的 , Furstenberg 等 人 在 20 世纪 
70 年 代 证 明了 这 个 结论 , 并 且 运 用 它 给 出 了 著名 的 van der Waerden 定理 的 一 个 简 
单 证 明 . 在 本 节 中 , 我 们 主要 引用 Petersen(1983) 的 证 明 . 

定理 1.6.1 设 针 为 虹 致 度量 空间 ,了 ,…, 了 为 入 到 自身 的 可 交换 的 连续 映 
H. 那么 存在 序列 ni 一 十 oo 以 及 eX, KRG ro 2, VI<j<l. 

为 证 明定 理 1.6.1, 我 们 需要 如 下 准备 . 首先 引入 如 下 定义 . 

定义 1.6.2 设 (X,T) 是 一 个 动力 系统 , 其 中 全 RTE. (X,T) 称 为 齐 性 的 
RIAA X 上 与 全 交换 的 同 胚 群 G, 使 得 (X,G) 为 极 小 的 . 一 个 闭 子 集 4CX 在 
(X,T) P AFERI AA X LET RRP ERG, 使 得 G4= 4 且 (4,G) 为 
极 小 的 . 

引 理 1.6.3 (Bowen) 设 (X,T) 为 动力 系统 , 了 可 逆 且 ACX 为 闭 的 齐 性 子 
集 . 假设 对 任意 es > 0, 存在 zx,y E 4A 及 ne NN, 使 得 d(T"zx,y) < es. 那么 对 任意 
E>>0, 存 在 zeE A 及 neN, 使 得 d(T"z,z) <e (注意 , A 不 必 为 工 不 变 的 ). 

证 明 首先 我 们 证 明定 理 的 假设 可 以 转化 为 : 对 任意 s > 0 和 ye A, 存在 
rEARnenNn, (#7§ d(T"z,y) <e. 

由 A 的 齐 性 , FER G, 使 得 (4, G) 极 小 . 对 s> 0, 我 们 断言 , 存在 91 ……,9gneG， 
使 得 

min d(giz,y) < > Vr,y EA. (1.6.1) 


事实 上 , 用 直径 小 于 5 的 有 限 多 个 开 集 V 覆盖 A, 对 每 个 六 {9g-1V :ge G} 为 4 
HM, 于 是 有 有 限 子 覆盖 


{91,5 Vi,927 Vi," , Ina V} 
从 而 对 任意 z,y e A, 存在 j, 使 得 ye Vi, 且 对 此 j, FE i, 使 得 > e gV 于 是 
d(gi j£, Y) < z» 这 就 证 明了 (1.6.1). 


为 满足 (1.6.1) 中 取 定 的 有 限 个 元 素 ). 根据 假设 , 存在 zo,yo E A 及 no EN, 使 得 
d(T™ £0, yo) < ô. 
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于 是 对 任意 i 有 
d(T™ gi£0, giyo) = d(giT”° T0, giyo) < 
(1.6.1) 允许 我 们 取 ,使 得 d(giyo,y) < 5, 于 是 
min d(T”™°gito,y)<ée, VYEA. 


这 就 证 明了 对 任意 ye A, FE rE A 及 nen, 使 得 d(T"z, y) <e. 
任 取 定点 zo € A, HU EAR, 取 z EAR ni EN, 使 得 


d(T™ z1, z0) < =. (1.6.2) 
同样 取 z2 E€ A, n EN 及 sz< =; 使 得 d(T"? 22,21) < €2, 其 中 s 充分 小 , 使 得 
(1.6.2) 当 21 被 T"2zo 替代 时 仍 成 立 . BY d(T™+"2 29, z0) < 5 


继续 上 面 的 归纳 . 如 果 20) 21) Zr €E A, 11,N2,°°',;Nr E N, 及 E2)'…)Er €E 
(0,5) 已 经 取 定 , 使 得 


d(T™ zj, 23-1) < Ej, j = 1,2, sasay (1.6.3) 


取 eran < 5 充分 小 ,使 得 (1.6.3) 当 z 被 它 附近 距离 小 于 er+1 HARRER. 
取 zri E AR nog EN, 使 得 d(T"™rtizr4i,zr) < ert1. KPA, 4 i< j 时， 


d(Tritni-ate z Zi) < =. 
由 4 的 紧 性 , 存在 i, 9, 使 得 i <j Hd(zi,z;) < =. 取 n=n; 十 Rj-1 十 … +N, 就 有 
d(T” zj, zi) <E. 证 毕 . 口 
引 理 1.6.4 ”假设 同上 , 则 存在 ZE 4 在 工作 用 下 回复 . 


1 
E, = 2 € A: inf d(T* x, x) > =}. 
k n 


如 果 4 中 没有 了 的 回复 点 , 那么 


下 面 说 明 每 个 闭 集 En 的 内 部 En (相对 于 A) 为 空 集 , 这 样 就 与 Baire 定理 矛盾 . 
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如 果 存 在 n, 使 得 En AO, 那么 由 于 (4,G) 极 小 , 就 有 4 = GEn. 由 紧 性 , 存 
在 g1,… ,gm E G, 使 得 
A=g Ep UU fn i 


W ô > 0, 1845 d(x, x’) < 8 HE d(giz, giz’) < 3 i=1,2,---,m. 我 们 断言 , 如 果 
x € 95 1E°, IBZ inf, d(T*a,c) > 6. 这 是 因为 如 果 存 在 ,使 得 d(T*z,z) < ô, 那么 
对 任意 j € {1,2,---,m} 有 d(T*g;jzx,gj7x) < L, 或 者 对 某 个 ye ER A d(T*y,y) < = 

因为 任意 > e A WER gE 中 ,我 们 得 到 ， 对 任意 > < A A 
inf, d(T*zx, x) > ô. 这 与 引 理 1.6.3 FJA. o 

定理 1.6.1 的 证 明 ET, T RREZE X LYCRA, 我 们 要 寻找 
点 ZEX 满 足 对 任意 s > 0, 存在 NEN, 使 得 d(Trr, x) <e, Vi=1,---,l. 

用 归纳 法 . 当 1 = 1 时 , 即 为 Birkhof 回复 定理 . 假设 以 上 结论 对 任意 1 一 1 个 
交换 同 胚 已 经 成 立 . 

RG 为 由 T, T 生成 的 群 , 不 妨 设 (X, G) 为 极 小 的 (否则 限制 于 某 个 极 小 
子 集 上 ). 令 A C X! 为 对 角 线 及 T= 了 x .… xT. G 中 元 素 g 在 X 上 的 作用 
H: g(z1,---, 21) = (gz1,…,971), 即 9 对 应 于 g x:…xg. 易 见 这 些 映射 与 工交 换 ， 
H (A,G) ( 它 与 (X,G) 同 构 ) 为 极 小 的 , 进而 A 为 系统 (XT) 的 齐 性 集 . 

下 面 我 们 验证 前 面 引 理 中 的 假设 , 即 验证 : 对 任意 s > 0, FE cy EA 及 
n E€ N, 使 得 d(T"2*,y*)<e. $ Ri = TT ,Vi = 1,…,l 一 1. 由 归纳 假设 ,存在 
teEX & nm > +00, 1H Rr > zr, Vi=1,---,1-1. Be>0,F4 


y* = (z, sar Me S(T," 2,7, Aare a): 


则 


Lr a ey yd Le Xo RT ey) 
d(T” Tp "" ee Dd eC) (be eee) 
=d((RT™Z,.…, ee (x, 2,---,2)), 


取 m 充分 大 使 得 上 式 小 于 e. 

这 样 我 们 就 可 以 应 用 引 理 1.6.4 得 到 : 存在 (z,z……,Z)EA 为 在 了 = 全 x 
xT, 下 回复 的 , 此 即 为 所 求 . 口 

下 面 我 们 运用 标准 的 方法 将 以 上 结论 推广 到 一 般 情况 : 

定理 1.6.5 设 久 为 紧 致 度量 空间 , T, o T AX 上 交换 的 连续 自 映射 , 那 
么 存在 ZE 和 及 序列 mi 一 二 oo, 使 得 


Tra, Vig <l. 
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证 明 令 Q=X2 及 
(人 
BX c 0 满足 对 每 个 i= 1 …, 和 每 个 格 点 (nl oon) < 到 有 
(全 (1.6.4) 
集合 X 为 非 空 的 . 为 证 明 此 点 , ER re X, 对 neN 设 
OG lt ie ee ae 2S 


对 于 w” 在 其 余 格 点 的 值 随意 定义 . 这 样 得 到 点 列 or, 对 ni > 一 n 的 (n1,…,ni) 满 
Æ (1.6.4). 取 wr 在 Q 中 的 极限 点 , CE X 中 . 于 是 X 为 非 空 的 . 并 且 易 证 在 S: 与 
5 1 作用 下 为 不 变 的 . 

于 是 应 用 定理 1.6.1 于 X RXRA S, 9, 我 们 可 找到 相对 于 51,…, S 
的 多 重 回复 点 T. 根据 (1.6.4), T 的 每 个 分 量 为 X 相对 于 TT 的 多 重 回复 点 . 
证 毕 . 口 

现在 我 们 运用 定理 1.6.5 证 明 : 

定理 1.6.6 (van der Waerden 定理 ) dž N= BU- UB, 那么 存在 j, 使 得 
Bj 包含 了 任意 长 的 等 差 数列 

证 明 ”不 失 一 般 性 , BBN Bi = 9,1 AZ. W A= {l,---,, 4 = ANA 
T: D >) 为 转移 映射 . 定义 点 we Li, 使 得 


wn =i 当 且 仅 当 me Bi. 


TEX 及 n> 1, 使 得 
' d(T; xz,xz) <1, Vi=1,...,k. 


尤其 eee oe a g 在 坐标 1 处 一 致 ， 于 是 
Ti = In41 5 T2n+1 二 = Lkn41- 
因为 ze XX, 所 以 存在 m, 使 得 


Wmtl = Wmtntl 二 = Wm+kn4+1- 


于 是 存在 jr, 使 得 Br BR TRA k+1 的 等 差 数列 . 
因为 B1,…, Bi 是 N BARNS, 必定 存在 j, 使 得 B 包含 任意 长 的 等 差 数 
列 . 口 
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习 题 1.6 

1. 证 明 : 任何 syndetic 集合 包含 任意 长 的 等 差 数 列 . 

2. 设 (X,T) 为 极 小 系统 , U C X 为 非 空 开 集 . WEH: WHER RCN, 存在 z EU 及 
n € N, 使 得 Tr, T” x,- Tx EU. 

3. RG={h,---,Ti} 为 作用 于 紧 致 度量 拓扑 群 X 上 的 交换 群 . 证 明 : 所 有 点 满足 定 
理 1.6.5 的 结论 . 

4. 证 明 多 重 van der Waerden 定理 : WR N” = CU- UC. 为 有 限 前 分 , 那么 存在 
H jE {1,2,---,r}, SN” 的 任意 有 限 集 F, PEG EN” 及 be N, 使 得 bF 十 a Cc oO. 

5. 设 Faw 为 包含 任意 长 等 差 数列 的 Z+ 的 子 集 全 体 . 证 明 : Faw 具有 Ramsey 性 . 

81.7 YE id 

本 章 的 主要 内 容 可 参见 文献 (Furstenberg, 1981; Weiss, 2000b) 以 及 黄 文 、 叶 向 
Æ. Steelfield, Blokh, Banks, Snoha, Kolyada 及 Trofimchuk 等 人 最 近 的 文章 . 其 中 ， 
定理 1.2.11 来 自 Banks(1997). 定理 1.2.13, 1.2.15 和 1.3.11 来 自 Furstenberg(1981). 
对 于 定理 1.2.15 的 证 明 , 我 们 引用 了 Blokh 和 Steelfield (2002) 的 一 些 结论 . 定理 
1.3.3 的 证 明 来 自 Weiss (2000b). 对 于 定理 1.3.5, 参见 文献 (Gottshalk, 1944; Snoha 
et al., 2001). 定理 1.3.10 来 自 黄 文 和 叶 向 东 (2005). 定理 1.3.13 引 自 Weiss(2000b). 
定理 1.3.14 引 自 Kinoshita(1958). 定理 1.4.5 来 源 于 Petersen (1970) 和 Furstenberg 
(1967). 定理 1.4.11 可 参见 文献 (Glasner, 2004; 黄 文 等 , 2004b). 最 后 , 81.6 的 证 明 
来 源 于 Petersen(1983) 及 Furstenberg(1981). 

目前 存在 的 关于 抽象 拓扑 动力 系统 的 著作 大 多 是 在 一 般 群 作用 下 进行 的 , 如 
文献 (Gottschalk-Hedlund, 1955; Ellis, 1969; Glasner, 1976; Bronstein, 1979; Aus- 
lander, 1988; Vries, 1993) 等 . 其 中 最 早 开 始 系 统 研 究 拓 扑 动 力 系 统 的 是 Gotts- 
halk 和 Hedlund (1955), 这 本 著作 引入 了 许多 沿用 至 今 的 概念 ， 如 果 需 要 系统 了 
解 一 般 群 作用 下 的 拓扑 动力 系统 理论 的 基本 概念 和 结论 , 文献 (Glasner, 1976; Aus- 
lander, 1988; Vries, 1993) 都 是 很 好 入 门 书籍 . 关于 涉及 到 传递 性 、 混 合 性 以 及 不 
变 集 的 进一步 内 容 可 以 参见 Akin(1993), Akin(1997), 张 景 中 等 (1992) 等 著作 . 其 
中 专著 (Akin, 1993; Akin, 1997) 对 这 几 个 主题 进行 了 非常 广泛 与 细致 的 讨论 ， A 
外 , 关于 传递 性 的 讨论 , 还 可 以 参见 综述 性 文章 (Kolyada-Snoha, 1997). 对 于 涉及 多 
重 回复 定理 相关 的 内 容 , 最 好 的 参考 文献 无 疑 是 (Furstenberg, 1981). 也 可 以 参见 
几 篇 原始 的 文章 , 如 文献 (Furstenberg-Weiss, 1979; Furstenberg, 1981b) 等 . 关于 这 
个 主题 最 近 几 年 的 工作 , 可 以 参见 文献 (Bergelson, 1996; Bergelson-Leibman, 1996; 
McCutcheon, 1999) 等 . 
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本 章 介绍 一 些 将 在 后 文中 用 到 的 遍历 论 中 的 基本 概念 与 结论 .我 们 在 论述 中 
强调 拓扑 动力 系统 与 遍历 论 的 关联 , 尤其 是 它们 在 概念 以 及 结论 上 的 相似 性 . 


82.1 基本 概念 


拓扑 动力 系统 研究 的 是 拓扑 群 在 拓扑 空间 上 作用 的 定性 理论 , 而 遍历 理论 研究 
的 是 群 在 可 测 空间 上 作用 的 定性 理论 . 对 于 拓扑 动力 系统 , 在 相当 大 的 一 类 群 作用 
下 , 它 具 有 一 个 相应 与 Borel o 代数 的 不 变 测度 . 于 是 , 此 时 拓扑 动力 系统 自然 可 以 
视 为 一 个 保 测 系 统 . 这 样 遍 历 理论 成 为 研究 拓扑 动力 系统 的 一 个 基本 工具 就 不 足 
AT. 后 面 我 们 可 以 看 到 , 拓扑 动力 系统 中 许多 结论 的 遍历 论 的 证 明 方法 比 拓扑 
的 证 明 方 法 要 更 加 简洁 与 清晰 , 甚至 有 许多 结论 目前 只 有 遍历 论 方法 的 证 明 , 而 没 
有 纯 拓 扑 的 证 明 . 

随 着 讨论 的 展开 , 我 们 可 以 看 到 , 在 拓扑 动力 系统 与 遍历 理论 这 两 个 动力 系统 
的 重要 分 支 中 有 着 众多 对 应 的 概念 以 及 论述 上 十 分 相似 的 结论 ， 但 是 在 处 理 问 题 
的 方法 上 , 它们 却 是 大 相 径 庭 . 由 于 在 遍历 理论 中 , 我 们 总 是 可 以 忽略 掉 零 测 集 , 所 
以 相 较 而 言 , 这 使 得 遍历 论 中 的 结论 论述 起 来 要 更 加 简洁 明了 . 

设 X 为 一 个 集合 . X 的 一 个 c 代数 是 指 X 的 一 个 子 集 族 B, 满足 : (1) X eB; 
(2) 如 果 Be B, W| X\ B € B; (3) WÈ Bn E B, Yn > 1, W UZ: Bn E B. 

将 偶 对 (X, B) 称 为 一 个 可 测 空间 ，(X, B) 上 的 一 个 有 限 测度 是 指 满足 下 列 条 
件 的 函数 4 : B 一 R+: (1) y(@) =0;(2) AU Bn) = >》 p(Bn), 其 中 {Bn}, 


n=1 
为 B 中 互 不 相交 的 元 ; (3) aX) < co. 如 果 W(X) = 1, 那么 就 称 三 元 组 (X,B, u) 为 
一 个 概率 空间 . 

就 像 基 与 子 基 在 拓扑 中 的 作用 一 样 , 在 可 测 空间 中 也 有 类 似 的 概念 ，X 的 一 
个 子 集 族 p 称 为 半 代 数 是 指 它 满足 下 面条 件 : (1) ge y; (2) WR A,B € p, W 
ANB € g; (3) WÈ A y, WX\A 为 有 限 个 p 中 元 的 无 交 并 . X 的 子 集 族 A 
称 为 一 个 代数 是 指 它 满足 下 列 条 件 : (1) Ø E A; (2) WR A,B € A, W ANB EA; 
(3) 如 果 Ac A, 则 X\ ACA. 可 以 证 明 , 一 个 半 代 数 上 的 有 限 可 加 (可 数 可 加 ) 非 
人 负 实 值 函 数 可 以 唯一 地 延 拓 到 此 半 代 数 生 成 的 代数 上 去 ， 而 一 个 代数 上 可 数 可 加 
的 非 负 实 值 函数 可 以 唯一 地 延 拓 到 它 生成 的 o 代数 上 . 
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在 应 用 中 , 我 们 对 由 代数 A 生成 的 o 代数 BA) 有 一 种 比较 常用 的 刻画 . R 
aX 的 一 个 子 集 族 M 称 为 一 个 单调 类 是 指 对 M 中 的 任何 满足 E C EC 
Fi D Fo D> … 的 子 集 列 , 都 有 UR, En AR Fn 仍 在 M P. 由 于 任何 单调 类 的 
交 仍 为 单调 类 , 所 以 X 的 任何 子 集 族 都 可 以 生成 一 个 单调 类 , 即 所 有 包含 它 的 单调 
类 的 交 . 可 证 , 如 果 A AX EAR, 那么 B(A 即 为 由 .4 生成 的 单调 类 . 另外 , 如 
R (X, B, uv) 为 概率 空间 而 A 为 一 个 生成 B 的 代数 , Bl B(A) = B, 那么 对 任意 e>0 
以 及 B €B, 存在 A € A, 使 得 Jj(AAB) <e. 

定义 2.1.1 设 (Xi, B1, p1) A (X2, Bo, u2) 为 概率 空间 . 

(1) ERT: Xi 一 Xo 称 为 可 测 的 是 指 它 满足 T-1(B2) C Bi, 即 对 任意 Bo € By 
有 T-1(B,) € Bi; 

(2) 变换 了 : XI 一 Xo 称 为 保 测 的 是 指 了 为 可 测 的 且 对 任意 Bo € B2 有 
AT 一 (Ba)) = p2(B2); 

(3) 变换 了 : Xi 一 Xo 称 为 可 道 保 测 变换 是 指 T ARH, HAT 和 了 都 是 
保 测 的 . 

由 于 我 们 主要 讨论 授 代 T, 所 以 多 数 情况 下 仅 对 (Xi B1, u1) = (X2, Bo, we) 的 
情形 感 兴趣 . 4 T:X >X H(X, B, u) 上 的 保 测 映射 时 , 也 称 了 保持 u RA u 
为 了 不 变 的 . 

在 遍历 论 中 有 两 种 类 型 的 问题 . 第 一 种 是 所 谓 的 “内 在 问题 ”, 主要 研究 保 测 
变换 本 身 以 及 决定 何 时 两 个 系统 是 “一 样 的 ”, 即 同 构 的 . 第 二 种 问题 是 它 在 别 的 数 
学 分 支 中 的 应 用 . 现在 我 们 先 定义 何 时 两 个 系统 称 为 “一 样 的 ”. 

EN 2.1.2 34 (Xi,BlH) 和 (Xo, Bo, u2) 为 两 个 概率 空间 , Ti: XI 一 XI 和 
To : Xo 一 Xo 为 保 测 变换 . 称 (X2, Bo, ue) 为 (X1, Bi, hi) 的 因子 , 或 者 称 (X1, Bi, pa) 
A (X2, Bo, wo) 的 扩充 是 指 存在 Mi € Bi, 使 得 ji(Mi) = 1, TiM; C M; (i =1,2) 以 
及 存在 保 测 变换 o: Mi >M: 满足 9T1(7) = Tod (a), Yx € Mi. 

如 果 9 为 一 个 可 送 保 测 变 换 , 那么 就 称 T 同 构 于 To. 

根据 定义 , WR 3: (X, 8B8,4,T) 一 (Y,D, v, S) APR, WA D = {7r-'D:DEe 
D} 为 B 的 子 o 代数 且 TD) CD. 反之 , 如 果 D 为 B 的 满足 T-*D CD 的 
F o 代数 , 那么 rr = id : (XB 门 > (X, D,a) 为 保 测 变换 , 从 而 (XX, D, u, T) 为 
(X, B,u,T) HAF. 

根据 定义 2.1.1 去 判定 一 个 变换 是 否 为 保 测 的 并 非 一 件 容易 的 事情 , 下面 的 引 
理 是 更 为 常用 的 . 

引 理 2.1.3 设 (X1, Bi, p1) 和 (X2, Bo, uo) 为 概率 空间 ,全 :Xi > X: AER, 
22 为 生成 Bo 的 半 代 数 . 如 果 对 每 个 A E Yo, 都 有 T-1(42) € Bi A HT- (42)) = 
LL2(A2), 那么 了 为 保 测 的 . 
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WAR 设 C2={BeB:T-LB)EeB HT-IB) = po(B)}. FUE Co = B2. A 
为 p2 C Co, 并 且 由 yo 生成 的 代数 Alp) 中 的 元 为 有 限 个 wa 中 元 的 无 交 并 , 所 以 
有 Alp2) C Co. 易 见 Co 为 单调 类 , 根据 .4(pz) 生成 的 o 代数 为 由 Alp) 生成 的 单 
调 类 的 事实 , 易 得 结论 . 口 

设 (X1, Bi, p1, T1) M (X2, Bo, u2, T2) 为 两 个 保 测 系统 . 令 Bix Bo AH {Bix Be: 
B; € B;, i= 1,2} 生成 的 o 代数 . 在 {Bi x Bo: Bi € Bi, i = 1,2} EM m x wo 
Al m x H2(B, x B2) = pı (Bı)u2(B2), 它 可 以 自然 地 延 拓 为 Bi x By 上 的 一 个 测度 . 
由 引 理 2.1.3, 易 验 证 (Xi x X2, Bi x Bo, py X p2, Ti X To) 仍 为 一 个 保 测 系统 , 称 之 
为 两 个 系统 的 乘积 系统 . 同 理 可 以 定义 任意 多 个 系统 的 乘积 系统 . 

如 果 存 在 {B}; C B, 使 得 对 任意 > 0 以 及 B eB, 存在 某 Bi, 使 得 
u(BABg) < e, 那么 称 概率 空间 (X, B,y) 有 一 个 可 数 基 . 在 本 书 中 均 假 设 概率 空间 
(X, B86,4) 有 可 数 基 . 这 等 价 于 作为 度量 空间 , Hilbert 空间 L*(X,8B,4) 为 可 分 的 . 

对 任意 概率 空间 (X, B, u), 都 可 定义 相应 的 Banach 空间 


P= PKB = {FX Cf MME fifPau<ooh, p21 


这 些 空间 上 的 理论 是 处 理 可 测 空间 问题 的 一 类 重要 工具 . 设 L(X, B, u) 为 (X, 8B, u) 
上 可 测 复 值 函数 全 体 的 集合 (在 我 们 涉及 到 泛 函 空间 上 , 两 个 函数 相等 是 指 它们 几 
乎 处 处 相等 ) 并 且 以 LAX, B, p) W L?(X,B,4) ZERRE. 

定义 2.1.4 假设 (X1, Bi, p1) A (X2, Bo, p2) 为 概率 空间 ,全 :XI 一 X2 为 保 测 
映射 . EHF Ur : L°(X2, Bo, p2) > LO (X1, B1, m) 定义 为 (UTf)(z) = f(Tz), f € 
L°(X2, Bo, 12), £ € X4. 

易 见 Ur 为 线性 的 且 Ur LY (Xe, Bo, we) C L9(X1, Bi, yi). FXE, A Ur LE (Xo, 
Bo, p2) C LR(X1, By, wi). 研究 Ur WEERA T HARR, 后 面 我 们 会 看 到 它 在 统 
一 理解 遍历 性 及 混合 性 等 概念 上 有 着 重要 作用 . 

下 面 我 们 陈述 一 些 经 常用 到 的 基本 结论 . 

定理 2.1.5 (单调 收敛 定理 ) Kh < fo < … 为 概率 空间 (X,B,p) 上 一 
列 首 增 实 值 可 积 画 数 ， 如果 Í/f) AR, MA lim fa 存在 ae TRAA 
tim faa = tim f fad 如 果 { | tor) 为 无 界 的 , MAZZA im fg 
测 集 上 无 限 , BA im fn AT AR. 


定理 2.1.6 (Fatou 引 理 ) 设 {fn} 为 概率 空间 (X, B, u) 上 一 列 可 测 实 值 函 数 
且 下 界 被 一 个 可 积 函 数控 制 . 如 果 lim | inf f fandu < œ, 则 lim inf f, 为 可 积 的 且 


f lim inf f,du < lim inf fd. 
NCO n—-0o 
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定理 2.1.7 (控制 收敛 定理 ) tk Gg: X H~RATRHLAHAS {fn} 满足 
|fn| S g ae. (n 2 1) 以 及 im fn = f ae., 那么 f 是 可 积 的 并 且 im | fad = 
f sax. 

设 (X,B) 为 可 测 空间 , y 与 m 是 (X, B) 上 的 两 个 概率 测度 . 称 /相对 于 mm 是 
绝对 连续 的 是 指 一 旦 m(B) = 0, M (B) = 0. WH u <m. 

定理 2.1.8 (Radon-Nikodym £) H u, m 为 可 测 空 间 (X, B) 上 两 个 概率 测 
度 . 则 <m 当 且 仅 当 存在 fE Lm), 使 得 f 20, | fam = 1 E p(B) -=f fdm, 

B 

VB € B. 这 个 函数 f 是 唯一 的 (几乎 处 处 的 意义 下 ), HA 4 相对 于 m 的 Radon- 
Nikodym 导数 . 

与 绝对 连续 相 “ 对 立 ” 的 一 个 概念 是 互 异性 . (X, B) 上 两 个 概率 测度 jy,m 称 为 
互 异 的 ( 记 为 u Lm) 是 指 存在 B €B, 使 得 uB) = 0 A m(B) = 1. 我 们 有 如 下 
定义 : 

定理 2.1.9 (Lebesgue 分 解 定理 ) it um 为 (X,B) 上 两 个 概率 测度 , 则 存在 
p E [0,1] 以 及 概率 测度 u, po, 使 得 二 ppi 十 (1 一 p)p2 E pı <m, p Lm. 其 中 
数 p 以 及 测度 u, p 是 唯一 决定 的 . 

习 题 2.1 

1. 设 (X,B,u) 为 概率 空间 . 记 B 为 所 有 形 如 BAF, 其 中 BEBM F XB PAWS 
的 集合 全 体 , 五 定义 为 IBAF) = p(B). WH (X,B, n) 为 完备 的 概率 空间 ，(X, B, p) 称 为 
(X, B, u) 的 完备 化 . 

2. WT: (X,B, u) > (X,B, u) 为 可 逆 的 保 测 变 换 . WEH Ur 为 西 算 子 . 


§2.2 ”遍历 及 遍历 定理 


在 第 1 章 我 们 已 经 看 到 , MRT: X 一 X 为 传递 的 动力 系统 ,，U 为 满足 
TU) CU 的 非 空 开 集 , 那么 7 在 X 中 稠密 , BDU 比较 “大 ”. 于 是 自然 要 
问 在 遍历 论 中 , 与 拓扑 动力 系统 中 传递 性 相对 应 的 概念 是 什么 . 

设 (X,B,u,T) 为 一 个 保 测 系统 , 对 任意 满足 u(A)u(B) > 0 A,B €B, EM 


N(A, B) = {n € Z,:u(ANT~"B) > O}. 
定义 2.2.1 设 (X,B, u, T) 为 保 测 系统 . WT 为 遍历 的 当 且 仅 当 对 任意 满足 
T(B=B% BEB, LĄ p(B) =0 & p(B) =1 RÈ. 


于 是 就 像 传递 性 一 样 , 遍历 性 体现 的 是 系统 的 一 种 不 可 分 割 性 . RTE, 我 
们 有 众多 等 价 刻画 . 
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定理 2.2.2 R (X,B,y,T) 为 保 测 系统 , 则 以 下 命题 等 价 : 

(1) 人 为 遍历 的 ; 

(2)B 中 元 B 如 满足 p(T-!BAB) =0, MLA p(B) =0 & p(B) = 1; 

(3) 对 任意 满足 (A) > 04 ACB, A WU, TA) = 10; 

(4) 对 任意 满足 y(A)u(B) > 0 4 A,B € B, 5 N(A, B) #2. 

证 明 (1) > (2) 设 Be B 满足 u(T-1BAB) = 0. 下 面 构造 集合 Bo € 
B, 使 得 T (Bo) = Bo H u(BAB.) = 0. 对 任意 mn > 0, 由 于 T-"BAB C 
Ur T70 BAT-*B = Ut) T-i(BAT-1B), 所 以 p(T-"BAB) =0. 

令 Bo = NQ UL TB. AEM, BAUZ, TB) < X uT 


BAB) = 0, Yn > 0， 因 为 对 每 个 mn oN 有 (UZ, TB)AB 测度 为 0 F 
u(BoAB) = 0, 于 是 u(Bo) = (B) AAT (Bo) = Bo 以 及 遍历 性 有 
HA(B。)=0 或 1 继而 HAB)=0 或 1 

(2) > (3) A € B ÑE (A) > 0. $ A, = UL, TA. BATA CA 
及 HI-L4i) = (A1), 所 以 (TAAA) = 0. 由 (2), 得 到 w(A1) =0 或 1. 因为 
(A) > 0, 所 以 (A1) = 1. 

(3) = (4) 设 u(A)a(B) > 0. 由 (3), 有 MU- TA) = 1, FÆ 0 < (B) = 
uB NUZ TA) = KU (BOT A)). AMEE n > 1, Ef (BATA) > 0. 

(4) > (DR B € BRET B=B. M$ 0<u(B)<1, WA 0=4(BN(X\B)) = 
u(T-"BO(X\B)), Yn > 1. 这 与 (4) 矛盾 . 口 

推论 2.2.3 ”如 果 工 为 遍历 的 , 那么 对 任意 满足 u(A)u(B) > 0% A,B €B, 
N(A, B) 为 syndetic 44. 

证 明 ”因为 x(B) > 0, 由 了 的 遍历 性 , UZT B) = 1. Rk eR 
MU TB) > 1-4. 这 意味 着 对 每 个 Le Za, 有 Mn (Uti, TB) > 0 
亦 即 对 每 个 1e Zy, 存在 je [L+ 1,1 + k], HB W4nT-7B) > 0. 从 而 N(4,B) 为 
syndetic 的 . 口 

在 第 1 章 中 , 我 们 证 明了 如 果 动 力 系 统 (X,T) 为 极 小 的 , 那么 对 任意 非 空 开 
R U, 存在 有 限 集 A C Zy, E Unca TU = X. RU, 称 一 个 保 测 系统 
(XX, B,4,T) 为 类 极 小 的 是 指 对 每 个 满足 (B) > 0 的 B eB, FEARR AC Z+, 
使 得 y(neaT-”B) = 1. TRE, 类 极 小 的 保 测 系统 共 斩 于 等 分 布 测度 的 周期 轨 ( 见 
习题 2.7). 

在 上 节 已 经 定义 了 算 子 Ur, 由 此 可 以 自然 地 定义 特征 值 与 特征 函数 . 

定义 2.2.4 i (X,B,y,T) 为 保 测 系 统 , 称 复数 入 为 全 的 特征 值 , 如 果 它 为 算 


O 利用 Z+ 的 序列 {pn} A MUX T?” A) = 1 可 以 刻画 其 他 性 质 , 见 Kuang-Ye(2005). 
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F Ur 的 特征 值 , 即 存在 非 震 函数 f CL? (yu), 使 得 Urf =Af. 这 个 函数 f HAA 
应 于 特征 值 A 的 特征 函数 . 

下 面 的 定理 指出 遍历 性 可 以 由 特征 函数 来 刻画 . 

定理 2.2.5 ik (X,B,u,T) 为 保 测 系统 , 则 以 下 命题 为 等 价 的 : 

(1) 了 为 遍历 的 ; 

(2) 如 果 fELl*(u) 满足 Urf = f, 那么 f ARIE a.e.. 

证 明 (1) > (2) 假设 了 为 遍历 的 且 f EL). 不 妨 设 f 为 实 值 的 (对 于 复 
值 映射 , 可 以 分 实 部 与 虚 部 讨论 ). 对 keZ 及 n>0, 令 


X(k,n)= {2:k/2" < f(z) < (k+1)/2"} = 7 ([k/2", (十 DA/2 


有 
TTIX(k,n)AX(k,n) c {x: f oT(x) # f(z)}, 


继而 (TIX (k, n)AX(k,n)) = 0. 根据 定理 2.2.2, 及 (X(k,n)) = 0 M1. 

对 每 个 n, Uxez X(k,n) = X 为 无 交 并 ， 于 是 存在 唯一 一 个 kn, 使 得 
HA(X(am) = 1 S Y =, X (knn), W aY) =1 Ef 在 了 上 为 常数 , 即 
为 常 值 a.e.. 

(2) > (1) 假设 BEB 及 T-1B = B. X Urls = 1g, A 1s 为 常 值 ae… Bp 
(B) =0 或 1. 所 以 了 为 遍历 的 . 口 

根据 定理 2.2.5 有 l 

Hj 2.26 4 S 为 复 平面 C 上 的 单位 圆周 , T: 81 一 51 为 其 上 的 无 理 旋转 . 
it u X B(S!) 上 规范 化 的 Lebesgue 测度 , 则 (S1, B(S1), u, T) 为 遍历 的 . 

证 明 ”首先 证 明 j 为 工 不 变 的 . 如 果 BAS 上 的 区 间 , 那么 有 p(B) = 
(TIB). 因为 S 的 区 间 全 体 是 一 个 生成 B 的 半 代 数 . 根据 定理 2.1.3, u 为 不 
变 的 . 

设 了 为 在 ae S! 下 的 旋转 , fe Lu) 满足 Urf =f. > f(z)= > baz” 为 


Nn 二 一 O00 


其 Fourier 级 数 . 则 f(az) > b,a" 2", 于 是 如 (om 一 1) = 0, Vn € Z. WR n £0, 


7 一 一 DO 


那么 如 = 0, 继而 /为 常 值 函数 . 根据 定理 2.2.5, T AH. 口 
正如 我 们 所 看 到 , 遍历 系统 是 一 类 “不 可 分 割 ” 的 保 测 变换 . 我 们 自然 希望 任 
何 保 测 系统 均 可 分 解 为 若干 遍历 子 系统 的 和 . 事实 上 也 的 确 如 此 , 我 们 将 在 82.7 讨 
论 这 个 问题 . 
运用 Radon-Nikodym 定理 , 我 们 可 以 定义 条 件 期 望 . 设 (X, B,mm) 为 概率 空间 , C 
WB WF o 代数 . 下 面 定 义 条 件 期 望 算 子 ECC) : L'(X,B,m) 一 L*(X,C,m). 如 果 
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f = 0, 定义 E(JIC) = 0; 如 果 f € L1(X,B,m) 为 非 负 实 值 函 数 且 a = ie fam > 0, 
则 Ar(C) = a J, fdm 定义 了 (X,C, m) 上 的 一 个 概率 测度 ,并且 ur 相对 于 m 为 绝 
对 连续 的 . 由 Radon-Nikodym 定理 , 存在 区 数 E(f|C) € L*(X,C,m), 48 E(f|C) > 0 
H | E(f|C)dm = i fam, YC € C. 并 且 E(fIC) 为 唯一 的 ae.. 如 果 f 为 任意 的 实 
值 函数 , 则 分 别 考虑 其 正 值 与 负 值 部 分 且 线 性 的 定义 E(IC). 对 于 S 为 复 值 函 数 的 
时 候 , 将 它 按 实 部 与 虚 部 类 似 处 理 . 这 样 , 对 任意 f © LX, B, m), 我 们 找到 了 唯一 
的 一 个 C 可 测 函 数 ESC) 满足 Edoam 二 [ fam, VCEC. 

遍历 理论 中 的 第 一 个 重要 的 结论 是 由 Birkhoff 在 1931 年 得 到 的 . 对 一 个 保 测 
系统 (X, B, pT), & Vr X Lu) 中 全 体 TT 不 变 函 数组 成 的 闭 子 空间 而 Br = {Bc 
B:T-1B= B}. 

定理 2.2.7 (Birkhoff 遍历 定理 ) ih (X,B, u, T) ARMAR, fe Li(p)， 则 


LS sis) 几乎 处 处 收敛 于 函数 ft = EE(f|Br). ALA T 遍历 的 时 候 , fr = 


?一 0 


f fdp. 


证 明 it ALS (x -Fro ). Xt PE L(y), & 


k—1 
pm 


j=0 
此 时 易 见 , And < Mag. 设 
A = A(¢) = {x € X : sup M,¢(z) = œ} € Br. 
对 于 任意 ze A, 有 
lim sup A, ¢(z) < 0 

注意 M9 为 递增 函数 列 , 并 且 

k-1 

M,,.¢(Tz) = non Sara een 

j=l 

THA 
Mn+19(7) — Mn¢(Tz) = (x) — min{0, M,¢(Tx)} > (2). 

这 样 , Mn9(Tz) 与 Mn+ig(z) 在 同一 大 值 取 到 时 , 它们 相差 一 个 ole); 或 者 
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Mn414(2) = gz) > gz) + MadTa) 
后 者 当 是 仅 当 Mp(Tz) < 0 时 成 立 . 
于 是 在 集合 4 E, 序列 Manole) — Mag(Tz) 递减 趋 于 4, EH Lebesgue 控制 
收敛 定理 有 
0< f (Mand Mapa < f (Mayi - Mado Tan — | dd. 


设 f e L!(u) He > 0 RE, BS 6=f-ft-e AH A= AO) € Br, 有 
a firs | frau, EB 


f rere | (f — f* —e)dp = —en(A) <0, 
A A 


这 样 | odu = 0, ATE (A(G) = 0. FLA 
Jim supA,¢(z) <0, YrexX a.e.. 
由 于 ft 为 工 不 变 的 , And = Anf —f* -e 有 
lim sup 4njz) < f* +e. 
最 后 , 对 —f 同样 讨论 可 得 
im inf An f(z) > 1°—e. 
这 样 完成 了 整个 证 明 . a 


下 面 的 定理 是 定理 2.2.7 的 推论 . 
定理 2.2.8 H (X,B,u,T) 为 遍历 系统 , f,g € Llu), 那么 


n—-1 
pe f #9 oT" (eanls) > f Fe )au(e) | a(e)an(e) 
推论 2.29 了 为 遍历 的 当 且 仅 当 对 任意 A,B EB, A 


Jun 可 -AnB) 


= 
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n—-1 
证 明 TARN. S f= la 运用 定理 2.2.7, 得 到 — 》 1a(T'@)) = WA) 


?一 0 


n—-1 
a.e. FEE 1_ 即 为 -5 14(T*(x))lg 一 J(4)1B. 由 控制 收敛 定理 得 到 
i=0 
n—l1 
lim 7 Du(T AN B) = p(A)u(B). 
i=0 


n—l 
RZ, RTE = E, E € B. & A= B= E, KRIA +5 ME) > uE). 


i=0 
于 是 w(E) = pE. 这 样 就 有 uE) = 0 3 1. 所 以 了 为 遍历 的 . 口 
设 (X,B,u,T) 为 保 测 系统 , E €B. 对 ze X, 一 个 自然 的 问题 是 ， 其 轨道 
orb(z,T) 将 以 何 种 频率 进入 集合 E? 明显 地 , T(r) e E 4 AMY lgT'(z) = 1, 于 


n—-1 n—1 
是 2, Ta, Tle 在 已 中 的 个 数 就 等 于 》 T0). 取 平均 即 为 = 》 1eT'(x), 


“一 0 i=0 
; n—-1 
如果 此 时 T 为 遍历 的 , 那么 由 遍历 定理 就 有 = 》 lgTi(z) > pE) ac. 
1 一 0 


根据 定理 2.2.7, 可 以 证 明 : 
定理 2.2.10 (von Neumann 的 LP 遍历 定理 ) R (XX,B,1,T) 为 保 测 系统 , 1< 
D < co. wR je LP(1), 那么 存在 f* € L(y) 满足 f*+oT=f*a.e. 且 


一 0. 


n—-1 
= 》 STe) ~ fle) 
1 一 0 


P 


> 题 2.2 


1. RG 为 紧 致 拓扑 群 , 证 明 存 在 B(G) 上 的 一 个 正则 概率 测度 u 满足 uE) = p(B), 
Va € G, VE € B(G)( 这 个 测度 称 为 Haar 测度 ). 同时 证 明 : G 上 的 旋转 T(x) = az 为 遍历 的 
当 且 仅 当 {a} 在 G PRE. 尤其 了 为 遍历 的 , 则 G 为 交换 群 . 本 

2. Bk > 2 为 取 定 的 整数 ，(pzo,…,pk-1) 为 正 值 概率 向 量 , 即 P > 0 且 > ,Pi =1. 记 

i=0 

(Y, 2”, p) 为 概率 空间 ， 其 中 Y= {0, 1, ara ik oi 1}, 2 为 Y Bye BF AS i 取 测 度 Pi. 设 
(X,B,m) = [2 (27 un) RT AX ERB. 称 系统 了 为 双边 (po,… ,pk-1) 转移 , 证 明 
它 为 遍历 的 . 

3. 证 明定 理 2.2.8, 并 且 证 明道 命题 也 成 立 . 

4. 给 出 定理 2.2.10 的 证 明 . 
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82.3 测度 混合 性 


我 们 已 经 看 到 遍历 系统 为 不 可 分 割 的 , 并 且 对 任意 正 测 集 , 其 原 像 轨道 将 覆盖 
几乎 整个 空间 . 本 节 将 介绍 一 些 比 遍 历 性 更 强 的 性 质 , 具有 这 些 性 质 的 系统 将 有 更 
为 复杂 的 动力 学 性 状 . 

定义 2.3.1 设 (X,B, u, T) 为 一 个 保 测 系统 . 

(1) 如 果 (Xx X,BxBeyxp,TxT) 为 遍历 的 , BART AME) SESH; 

(2) 如 果 对 任意 A BEBA 

lim a(ANT”B) = 4K(A)n(B), 


那么 称 了 为 (测度 ) 强 混合 的 . 
从 定义 易 见 强 混 合 蕴 含 弱 混 合 , 而 弱 混 合 蕴 售 遍 历 性 . 在 刻画 弱 混 合 前 , 我 们 需 
要 一 些 准 备 . 设 5S 为 Z 的 子 集 , 定义 
d(s) = lim sup -|SN ee eB 
及 1 
d(S) = dim inf “ISN {0,1,---,n— 1}. 


二 者 分 别称 为 S 的 上 密度 和 下 密度 . 如 果 d(S) = d(S) = PAK S 具有 密度 d. 
w Fa A Zs 中 密度 为 1 的 子 集 全 体 组 成 的 集合 . 

引 理 2.3.2 设 {an} 为 实 有 界 序列 , 则 以 下 等 价 : 

(1) im 一 5 |a;| = 0; 

(2) #AN BEERS J, 使 得 lim an = 0; 


(3) im 一 $3 la;|? = 0. 

下 面 的 定理 提供 了 一 种 验证 一 个 保 测 系统 为 遍历 、 弱 混合 还 是 强 混 合 的 方法 . 
定理 2.3.3 ik (X,B, u, T) 为 保 测 系统 , p 为 生成 B 的 半 代 数 . 则 

(1) 为 遍历 的 当 且 仅 当 对 任意 ABE p, 


n—1 


i l 
Jim = SHAN TB) = u(A)u(B); 
1 一 0 
(2) 了 为 弱 混 合 的 当 且 仅 当 对 任意 4 BE 


lim — 3 “(AN T~*B) — u(A)u(B)| = 0; 
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(3) 为 强 混合 的 当 且 仅 当 对 任意 ABE y, 
lim (ANT "B) = 人 4)ACB)， 
定理 2.3.4 & (X,B,u,T) 为 保 测 系统 . 则 下 列 命 题 等 价 : 
(1) 人 为 弱 混 合 的 , 即 xT HRA; 
(2) 对 任意 A,B EB, 
. 1 过 = — NA. 
Jim = > (AN TB) — p(A)u(B)| = 0; 


(3) 对 任意 A, B € B, 存在 JE Far, RF lim (ANT "B) = 4(A)p(B). 
证 明 (1) > (2) 设 了 为 弱 混 合 的 , 我 们 说 明 对 任意 A,B EB, 


n=l 
lim = Y5 MAN TB) ~ u(A)u(B)P = 0 
i=0 
成 立 . 由 推论 2.2.9, 有 


1 S WAN TB) > w(A)u(B), 


a 
并 且 
LS (A Ar By = I x p)(A x A)N (T x T)*(B x B) 
= ux Ax Ax WB XB) 
= WA? n(B). 
Se 


> Siula NTB) — u(A)a(B)} 


i=0 
n—-1 

= = 5 {u(AN TB)? — 2u(ANTB)u(A)u(B) + H(A)’ p(B)} 
i=0 

— 2p(A)2p(B)? — 2u(A)2u(B)? = 0. 


于 是 由 引 理 2.3.2 (2) 成 立 . 
(2) > (3) 由 引 理 2.3.2 即 有 结论 . 
(3) > (1) 对 正 测 集 A, B,C, D € B, 存在 密度 为 1 的 集合 J, Jo C Z4, 使 得 
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lim (ANT B)=A4)AB) > 0, 
nevi 
lim wWCAT-"D)=p(C)py(D) > 0. 


于 是 
dim, Ux w(A x C)N(T xT) "(Bx D)}= dim An4nT BINMCnT D) 
= (AaB) (Cut D) 
=(u x p)(A x C)(u x p(B x D). 
由 引 理 2.3.2, 有 


lim = > [xp){(AxONTxT) "BxD)} — (ux w)(Ax C)(ux u)(Bx D)| = 0. 
因为 可 测 方 体 生成 B x B 的 半 代 数 , 有 


lim Flex ean (rT) "Bi)— (ux (A x u)(B1)| = 0 


n—co 


对 任意 41, Bı € Bx 8 成立 . 由 引 理 2.3.3 这 意味 着 全 x 了 为 遍历 的 . o 

两 个 保 测 系 统称 为 弱 不 交 的 是 指 它们 的 乘积 系统 为 遍历 的 . 

定理 2.3.5 ”假设 (X,B,1,T) 为 保 测 系 统 , 那么 了 为 弱 混 合 的 当 且 仅 当 了 全 弱 
不 交 于 任意 遍历 系统 . 

证 明 ” 仅 需 证 明 必 要 性 . 假设 (X, B, uT) 为 弱 混 合 的 且 (Y,D,v,S) 为 遍历 的 . 
作为 定理 2.2.8 的 一 个 简单 应 用 , 易 见 对 任意 f,g e LX, p), 


ioe 2 
一 f(x)g(T"x)du(xz) — | fd d — 0, 
ay iomadua — f feu foan} 
且 对 任意 f,g € L7(Y,v), 
fe 
一 》 | f(x)g(T"x)dv(x) 一 | fdv | gdv. 
PEN 
为 证 X xY 为 遍历 的 ， 需 要 证 明 对 任意 f e LX x Yu xv), 均值 
这 p FTnz, S"y) BUCH f f(z, y)du(x)dv(y). 因为 形 如 f(x,y) = g(z)h(y) 的 


函数 的 线 性 组 合 在 空间 L(X x Yip x v) PAR, 仅 需 证 明 对 任意 91, gz € L?(X, u) 
和 hi, ho € L(Y, v), 


三 1 / oeaan) f ra (y)ho(S"y)dv(y) = fdn foan f mav f mav 


i=0 
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我 们 可 以 先 对 o 为 常 值 时 证 明 结论 , 然后 对 满足 | odv = 0 的 gı 给 出 证 明 , 最 后 
给 出 一 般 情况 的 结论 . 我 们 将 详细 的 论述 留 给 读者 作为 习题 . 口 

需要 注意 的 是 , 对 于 拓扑 动力 系统 , 类 似 于 定理 2.3.5 的 结论 并 不 正确 , 即 存在 
拓扑 弱 混 合 系统 并 不 弱 交 于 任意 拓扑 传递 系统 (参见 第 4 章 ). 

下 面 讨论 弱 混 合 系统 谱 方面 的 性 质 . 

定义 2.3.6 称 概率 空间 (X,B, u) 上 保 测 系统 T 具有 连续 谱 是 指 1 为 全 唯 
一 的 特征 值 , 而 它 唯一 的 特征 函数 是 常 值 函 数 ， 

对 弱 混 合 系统 , 有 

定理 2.3.7 dž (X,B, pT) ATZEA AR, MT 为 弱 混 合 的 当 且 仅 当 工 
有 连续 谱 . 

这 个 定理 的 证 明 我 们 会 在 第 7 章 中 给 出 . 

第 1 章 定义 了 拓扑 mild 混合 , 并 指出 一 个 系统 为 拓扑 mild 混合 的 当 且 仅 当 它 
为 (Fip — Fip)* 传递 的 . 在 第 8 章 , 我 们 将 证 明 一 个 极 小 系统 为 拓扑 mild 混合 的 当 
BYE Fe 传递 的 . 在 遍历 论 方面 , 定义 

定义 2.3.8 ih (X,B,y,T) 为 保 测 系统 , 称 了 为 (测度 )mild 混合 的 是 指 对 任 
2A, BEB, A 

IP* — lim (A N T7” B) = p(A)p(B). 

称 可 测 函 数 f 为 刚性 的 是 指 存在 序列 wk > 1, 使 得 T™ f 一 f( 在 LX) 中 ). 
可 以 证 明 , 一 个 保 测 系统 为 mild 混合 的 当 且 仅 当 它 在 LX) 中 没有 非常 值 刚性 函 
数 (Furstenberg, 1981). 我 们 将 在 第 8 章 中 讨论 这 个 定理 的 拓扑 对 应 . 

习 题 2.3 

. 证 明 引 理 2.3.2 和 定理 2.3.3. 
. 证 明 紧 致 群 上 任何 转移 映射 Tr = az 都 不 可 能 为 弱 混 合 的 . 
. 证 明 双 边 (po,… ,px-1) 转移 映射 为 强 混 合 的 . 
. 完成 定理 2.3.5 的 证 明 . 


> WO N me 
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对 于 一 个 紧 致 度量 空间 X, 它 有 一 个 自然 的 o 代数 与 之 对 应 , 即 由 全 体 开 集 
生成 的 o 代数 BX). 对 于 一 个 动力 系统 (XT), 一 个 自然 而 且 重 要 的 问题 是 : 在 
B(X) 上 是 否 存在 一 个 不 变 测度 ? 如 果 是 , 那么 就 可 以 将 遍历 理论 的 方法 运用 到 拓 
扑 动力 系统 中 . 幸运 的 是 , 答案 是 肯定 的 . 我 们 将 在 这 节 中 讨论 这 个 问题 . 

设 M(X) 为 B(X) 上 全 体 概率 测度 的 集合 . 易 见 , 集合 M(X) AR. 设 C(X) 
H X BC 上 全 体 连续 映射 的 集合 , RERA |f] = maxzext{|f (x)|: 2 E€ X}. 
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引 理 2.4.1 R (X7) 为 动力 系统 . 则 凡 = v €E MX) 当 且 仅 当 [te = 


fiw, Vf Ee C(X). 一 个 B(X) 上 的 概率 测度 p 为 不 变 的 当 且 仅 当 f fay zs [te 
Tdp, Vf € C(X). 

在 M(X) 上 可 以 定义 一 个 弱 * 拓扑 ,使 得 un > u SAN f fd 一 /yan 
Vf €C(X). 事实 上 , 在 这 个 拓扑 下 MX) 成 为 一 个 紧 致 度 基 空间 . 为 刻画 它 , 我 们 
需要 下 面 的 定理 : 

定理 2.4.2 (Riesz 表示 定理 ) 设 久 为 紧 致 度量 空间 , J : C(X) 一 C 为 连续 
的 正 算 子 且 J(1) 一 1. 那么 存在 hE M(X), 使 得 J(f) = f sau. Vf € C(X). 

根据 Riesz 表示 定理 和 引 理 2.4.1, 我 们 得 到 , jy 一 Ja 为 从 M(X) Bi C(x) 上 
规范 正 线性 算 子 集合 的 双 射 . 并 且 易 见 这 个 映射 还 为 仿 射 的 . 这 样 , M(X) 可 以 视 
为 OXY 的 单位 球 中 的 一 个 凸 子 集 , FE, M(X) IRTA C(X)* ES * 拓扑 诱 
导 过 来 的 一 个 拓扑 ( 即 上 面 提 到 的 弱 * 拓扑 ). 

现在 我 们 可 以 证 明 : 

定理 2.4.3 (Krylov-Bogolioubov 定理 ) ”对 任意 动力 系统 (X,T), 存在 B(X) 
上 的 不 变 测度 . 

证 明 “对 任意 zeX, 令 bu 为 测度 集中 在 点 {z} 上 的 测度 , 即 5.(B) = 1, 当 


z € BH; 6,(B) =0, 4 2¢ B Af. © tn = ES bry BHI tn HE MO) 中 的 
极限 点 , 即 存在 {nj}, 使 得 pr 一 4. 于 是 


|f tan- f eran) = tim | fam, - | fo Tan, 


2 [Su o Tit! — f o T’)dôz 


= lim 


joo 


了] 下 OO 


1 nj 
zim = feer f)d6, 


< lim 旨 州 
I> Ny 
所 以 4 为 不 变 测度 . o 
记 M(X, T) c M(X) HEIE T RE Borel 概率 测度 , 而 M(X, T) c M(X,T) 
为 全 体 遍 历 测度 . 
定理 2.4.4 Hh (X,T) 为 动力 系统 , 则 


= 0. 
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(1) M(X,T) 为 M(X) 的 紧 致 子 集 ; 

(2) M(X,T) AGK; 

(3) u X M(X,T) 093484 2424 T A (X,B(X), pn) 上 的 遍历 测度 . 
证 明 (1) 设 {un} PA M(X,T) 中 的 序列 且 un > u. 那么 


foTan= im | foam = lim | fapm =f fan, Vf € C(X). 


于 是 we M(X,T). 

(2) 易 证 . 

(3) 设 (X,B,y,T) 不 是 遍历 的 且 A €B WE THA = A, 0 < pA) < 1. 构造 
测度 内 及 u” 如 下 


p'(B) = u(BO A)/u(A), Ww(B)= 1p(B\ A)/p(X\ A). 
BBA p= pA + w(X \ Au” 为 非 平凡 的 分 解 , 并 且 由 于 pw Aw”, u AR. 
Rit / 为 遍历 的 , H j= ay 二 (1 一 a)p”, 其 中 0<a<1. u> oap 意味 着 jy 
相对 于 u 是 绝对 连续 的 . 根据 Radon-Nikodym 定理 , 存在 唯一 的 f © L'(X,B,y), 
使 得 
wa) = | fa 


令 EB={zEeX:f(z)>1} 及 F= {zeX:f(z) <1}. TWP (E) = (PF) = 0. 
这 样 f(z) =1, a.e.. Bl w= py’, 从 而 /为 端点 . 口 

由 于 M(X,T) ARR, 根据 Choquet 表示 定理 , 可 以 用 M(X,T) 中 的 遍历 
元 来 表示 M(X,T) 中 的 元 素 . 亦 即 对 任意 u € M(X,T), 存在 一 个 唯一 的 M(X,T) 
上 的 Borel 测度 7, 使 得 7(M°(X,T)) = 1, 且 对 任意 fe C(X), 有 


[ s@aue) = —_— (J r dm(z)) dr(m). 


ae | m dr(m), 且 称 之 为 u KRSM. 
Me(X,T) 


受 Birkhof 遍历 定理 的 启发 , 有 如 下 定义 : 
定义 2.4.5 h(X,T) 为 动力 系统 及 pE M(X,T). 点 ZT EXK 称 为 一 
个 generic 点 是 指 对 任意 f © C(X), 有 


n—1 
LEITE) = | fa. 
2 一 0 
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下 面 定 理 说 明 , 如 果 了 为 遍历 的 , 那么 就 存在 “很 多 ”的 generic 点 . 

定理 2.4.6 设 (X,T) 为 拓扑 动力 系统 且 We M(X,T). WAŻY © BX), 

证 明 取 C(X) 的 可 数 稠密 子 集 {f}. 根据 Birkhoff HE, 存在 Xk € 
B(X), 使 得 u(X,) =1 H | 


2 frl (Z)) 2 [a h, VT k- 


n—-1 

> 2 f(T (a) = fian Yx € Y,Yk 2 1. 

对 任意 的 je C(X), 用 {A)T ETARE. 
从 定理 2.4.4 看 到 , 对 于 一 个 动力 系统 , Me(X,T) 49. 下 面 考虑 一 种 特殊 情况 . 
定义 2.4.7 设 (X,T) 为 一 个 动力 条 统 , A (X,T) 为 唯一 遍历 的 是 指 Me(X,7) 

只 有 一 个 元 素 . 

下 面 是 唯一 遍历 性 的 一 些 刻画 : 
定理 2.4.8 i (X,T) 为 动力 系统 , 则 以 下 命题 等 价 : 


n—l1 
(1) 对 每 个 ECX), - 5 (Ti(z)) 一 致 收敛 到 一 个 常 值 函 数 ; 
1 一 0 


n—1 
(2) AER f E CX), 二 f(Ti(z)) BAMA A AA, 


?一 0 


n—1 
(3) 存在 u € M(X,T), 使 得 对 任意 f ECX) 及 ZE xX, 二》 sT) a 
?一 0 


f rar 
(4) 工 为 唯一 遍历 的 . 
证 明 (1) > (2) BR. 
(2) > (3) 定义 用 :C(X) 一 C, 使 得 


k(f) = lim + Jeto) 
2 一 0 


2 5 sT e) 


= 


k(f) > 0. 这 样 就 由 Riesz 表示 定理 存在 Borel 概率 测度 u, 18248 kl) = fap. 由 于 


由 于 < ||/ 川 |, 易 见 大 为 连续 线性 算 子 . HE Kk) = 1 以 及 对 f>0 有 
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k(f oT) =k(f), 于 是 f foT du= I fay. 所 以 根据 定理 2.4.1 就 有 u € M(X, T). 
(3) > (4) ve M(X, T). 有 


n-l1 
= >》 f(Ti(z)) > ft, EX, 
1 一 0 
其 中 f= f fan. 对 积分 之 , 根据 有 界 收敛 定理 就 有 


fiw= fraw = f tan feC(X). 


了 是 根据 定理 241 AE y = n. 即 了 SL 
(4) > (1) 如 果 = Ly ere) 一 致 收 全 于 一 个 常 值 ,那么 此 党 值 必 为 | fa, 


其 中 {u} = M(X,T). 假设 (1) 不 成 立 , 那么 存在 g € C(X), e > 0, 使 得 对 任意 
NEN, FE n>N Raye XX, 使 得 


1 | 
一 (T’(zn)) 一 d 
29 ( fo p 


zE. 


如 果 设 
1 n—-1 
Hn = ii 2, ÔTisn 
那么 /am 一 [ose Se. W {un} 的 收敛 子 列 {un} 如 果 pn, > Ho, 那么 由 引 


理 241 po € M(X,T). 因为 IEZ : foa > e, 所 以 we # u X5 T HE 
一 遍历 性 矛盾 o 
EN 2.4.9 (XT) 为 动力 系统 , uE M(X,T). 的 支撑 定义 为 


supp(u) = {XE 六: 对 的 每 个 邻 域 U, p(U) > Of. 


一 个 不 变 测度 的 支撑 有 下 性 质 : 

定理 2.4.10 ik (X,T) 为 拓扑 动力 系统 , yE M(X,T). 
(1) supply) 为 非 空 闭 的 不 变 集 ; 

(2) 如 果 几 为 遍历 的 , BLA (supp(u),T) 为 传递 的 ; 

(3) 如 果 了 为 唯一 遍历 的 , 那么 (supp(u),T) 为 极 小 的 . 
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证 明 (1) 如 果 supp(u) WAR, 那么 由 X 的 紧 性 , X 的 测度 为 零 ， 于 是 
supp(y) 非 空 . 因为 X \ suppu) 为 开 集 , 所 以 supp(u) WAR. 下 面 说 明 supp(u) 为 
T 不 变 的 . 设 z € supp(u) RU A Tz 的 邻 域 . 因为 了 为 连续 的 , 所 以 存在 x 的 邻 
域 V, 使 得 V CTU. XERA uU) = ATI-IU) > pV) > 0. 


(2) 假设 u 为 遍历 的 . 则 (supp(u), B(supp()), u, T) 也 为 遍历 的 . 如 果 U,V 为 
supp(4) 的 非 空 开 集 , W A(Z)A(VY) > 0. 由 遍历 性 ， Ra 使 得 WU ATV) > 
0, 即 N(U,V) £ Ø. 


(3) BY C supp(u) 为 非 空 闭 的 不 变 子 集 . 根据 定理 2.4.3, FE v € M(Y,T), 
使 得 supp(v) C Y. BHX (X,T) 为 唯一 遍历 的 , v = u 及 了 = suppWU)， 所 以 
(supp(z),T) 为 极 小 的 . 口 


wa: X oY 为 (X,T) 到 (Y,S) 的 因子 映射 . 对 ye M(X,T), 定义 ruži 
Æ ru(B) = y(n?B), YB € BY) 的 测度 . 有 

定理 2.4.11 Bar: X >Y AMA AKR (X,T) 2) (Y, S) 的 因子 映射 . 

(1) 如 果 wpe M(X,T), W ru € M(Y, S); 

(2) 如 果 ve M(Y, S), 那么 存在 we M(X,T), 使 得 my = v; 

(3) eR ve M(Y,S), 那么 存在 we M°(X,T), RH mu = v. 

证 明 (1) 易 证 . 

(2) ve M(Y,S). 可 以 通过 7 将 C(Y) BRA C(X), 即 把 f € C(Y) 映 为 
foreC(X). FÈ v 可 以 视 为 C(X) 的 闭 子 空间 {fo7 : f Ee CY) 上 的 线性 算 
By apo = 人 fdv. 易 见 J,(1) =1 E ||J,|| = 工 根据 Hahn-Banach 定 
H, 几 可 以 扩充 为 C(X) 上 的 线性 算 子 J, EWE IJI] = 1, (fom) = (fom) = 

ts c C(Y). 特别 地 , J(1) = 1. 下 证 J 为 正 算 子 . 

对 feC(X), f > 0, a= ||fllo +1. W J(a- f)=a-J(f) >a- ||fllo 21 
(因为 IAO < Ifilo). 另外 , Ja- f)| < lla- fllo <a (AW f 20). 于 是 就 有 
a > |J(a- f) = Jla- f)=a- J(f), Kit J(f) > 0 

由 Riesz 表示 定理 ,存在 /eM(X), 使 得 J(g) = f gap, Yg € C(X). 特别 地 
对 任意 f eC(Y), 


sarw = | forit = spon = Ton)= f fav 


这 意味 着 ry =v. 
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大 一 工 
设 内 = 三》 To BO u A (ue) 在 弱 * 拓扑 下 的 极限 点 , 即 存在 (hy), 使 得 
一 0 


= 


u= jim, Hk; Wwe M(X,T). 因为 对 任意 f € C(Y), 
1 kj-1 

drp= du = lim 一 f dT? p 

[ taru f foray 2 fondT'h 


kj—1 kj—1 
i oa 1 ~ | 
= lim 一 / on(T*x)dy' (x) = lim 一 f fon) (a 
ae 3 a (T'z)du (x) m 2 a (rx)dy (x) 


kj-1 k;—1 
_ 1 ge Ale E 
= jim FD [ festqyany) = mc 3 f| towo = fav, 


得 到 rw = v. 

(3) 现 设 v € M°(X,T). AME K = mtv) 为 M(X,T) 的 非 空 闭 凸 集 . 于 是 
我 们 仅 需 证 明 断 言 : K 的 端点 也 为 M(X,T) 的 端点 . 否则 , K 的 某 端点 jw 可 以 表 
WA W = pm +(1—p)ue, BAO <p <1, m, y2 EM(X,T) 至 少 有 一 个 不 在 KK 中. 
于 是 zy = prym t+ (1—p)tye, 且 rm = THa =v, FE! 口 

运用 定理 2.4.3, 我 们 得 到 Birkhof 回复 定理 的 另 一 个 证 明 ， 

定理 2.4.12 1 (X,T) 为 动力 系统 , we M(X,T). 那么 几乎 所 有 点 都 是 了 的 
回复 点 . 

证 明 WX WaR {Bahai MER n €N, i 


Bi = B,\ JT Bs 
j=l 
任何 非 回复 点 必 属 于 某 个 BL 我 们 断言 (BL) = 0. 实际 上 , 对 任意 A € B(X), + 
Al = A\US, TIA. 则 集合 4 WE ANOTA = gg,vn >1. FÆ uA) = 0. 所 
以 (Bi) = 0, 继而 uU BL) = 0. 于 是 w(Rec(T)) = uX \ UZ Bh) = 1. a 
习 题 2.4 

1. 运用 遍历 分 解 定理 证 明和 定理 2.4.11 (3). 

2. 证 明 引 理 2.4.1. 

3. 设 (X,T) 为 动力 系统 . 对 ue M(X,T), 记 Glu) 为 全 体 generic 点 的 集合 . 证 明 : 如 
果 m F p2 E M°(X,T), ABA G(p) N Glu) = Ø. 

4. 设 (X, B, uT) 为 遍历 的 , 请 给 出 一 个 类 似 定 理 1.2.11 的 一 个 命题 的 论述 , 且 证 明 你 


5. 设 X 为 紧 致 度量 空间 且 un, pe M(X), n> 1. 证 明 : 以 下 论述 为 等 价 的 : 
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(i) Un > u ÆR * 拓扑 下 成 立 ; 

(ii) 对 X 的 每 个 闭 子 集 F, lim sup pn(F) < p(); 

(iii) 对 X 的 每 个 开 子 集 VU, lim inf pn(U) > p(U); 

(iv) 对 每 个 满足 uA) = 0 BY A €B, A pm(A) > uA). 


§2.5 Poincaré 序列 


对 于 一 个 动力 系统 (X,T), Birkhof 回复 定理 说 明 , X 必 有 回复 点 . 对 于 保 测 系 
统 , 有 

定理 2.5.1 (Poincaré 回复 定理 ) 设 (X,B, u, T) ARARA. 如 果 A4 EB 满足 
u(A) > 0, 那么 存在 ne N, 使 得 (ANMT-"A)>0. 

证 明 ”对 于 序列 A, T'A, TA,- --, 如 果 A, TIA, T?A,--- 互 不 相交 (mod 
0), 那么 Uo TA) = co， 于 是 存在 i < j, 使 得 AI CANT YA) > 0， 即 
(An TO-A) > 0. 口 

Birkhoff 回复 定理 启发 我 们 定义 了 回复 集 , 在 这 里 类 似 地 定义 Poincaré 序列 : 

定义 2.5.2 LZ, 的 一 个 子 集 5 称 为 Poincare 序列 是 指 对 任意 保 测 系统 (X,B, 
L,T) 以 及 任意 满足 1(4) >0 的 AeB, 存 在 0<ne5S, 使 得 uh(ANT- "A)>0. 

于 是 Poincaré 回复 定理 可 以 重 述 为 : Z} A Poincaré 序列. 设 Aint = Finf 一 Finf， 
任意 S e An 称 为 差 集 . 完全 类 似 于 Poincaré 回复 定理 的 证 明 , 我 们 可 以 说 明 任 意 
差 集 为 Poincaré 序列 . 由 于 每 个 thick 集 包 含 了 一 个 某 个 差 集 , 所 以 每 个 thick 集 也 
是 Poincaré 序列 . 为 刻画 Poincaré 序列 , 我 们 需要 下 面 的 定义 . 

设 5 为 Z, 的 子 集 . 5 的 上 半 Banach 密度 定义 为 

l Sol 
BD*(S) = Pcie sup 25, 

其 中 工 取 遍 Z+ 所 有 子 区 间 . 其 下 半 Banach 密度 类 似 定 义 . 记 Foua 为 Z+ 中 全 
体 具有 正 上 半 Banach 密度 的 序列 的 集合 . 

定理 2.5.3 (Furstenberg 对 应 原则 ) 设 F(Z.) AZ, 的 全 体 有 限 子 集 的 集合 ， 
则 

(1) toR E CZ, AX BD*(E) > 0, 那 么 存在 保 测 系统 (XX,A,h1,T) 以 及 AEA, 
使 得 J(A) = BD*(E), 进一步 , 对 任意 a c F(Z), 有 


BD* In (E- " >p (nN ara) ; 


nea nea 
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(2) 设 (X, A, u, T) 为 保 测 系统 , 4E 4 满足 HK4) > 0, 那么 存在 ECZ,, RH 
d(E) > HA(4) 且 


(sere: Ne-nxol C faceren: “(0 ra) > oh 


nea nea 


证 明 (1)i X = {0,1}4,7:X — X ARBRE: Trn) = 2(n+1). W Z4 
的 区 间 列 In 满足 Jim. [In| = 


&E=1pEX RA={reEX:2(0)=1}. WH 
im ra >», 14(T’é) = ,lim ye lg(i) = BD* (E). 
ni eT Eln 


in = Ty 7 SO brig. 不 失 一 般 性 , 设 um BERF MERTI). 易 证 ow 为 不 变 


iEln 


测度 , 并 且 


p(A) = lim ap 2 A(T (TE) = BD*(E). 
1€In 


于 是 对 任意 a= {n1,N2, ay -, nx} € F(Z4), 就 有 
sails NATAN. -NT A) 


= lim 一 一 — 17- n1ANMT-72 AN- NT -np A(T” £) 
t€In 


= lim 一 一 5 L(E-n1)n(E-n2)Nn:-N(E-np) (4) 
Li 2% 
< BD*((E— nı) N (E — n2) N-A (E — nk))- 


(2) X} a € F(Z4), $ Ea = nea TTA. KN MARA FWEH Eo 的 并 
. 由 于 它 为 可 数 个 零 测 集 的 并 , uN) = 0. $ B=A\N. 根据 定义 , 我 们 易 有 断 
: 对 ae 下， ne T-" B) = 0 4 ER Oneal "B= 2. 


令 fn= Di ip, 则 对 任意 z EXM nA fn< 1. 于 是 由 Fatou 引 理 有 


mt AF 


f lim sup fndu > lim sup f fndp.- 
也 一 OO 九 一 OO 
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于 是 存在 ze X, 使 得 
d({n:2€T-"B}) = im sup fn(z) > im sup | - 5 lr-:gdu = p(B) = (A). 
i=1 


& E = {n: xz € T”B}. WK ac F(Z,), WME ke TI (E-n), 那么 T*z € 
nea 


有 TB. 由 前 面 的 断言 ,有 u A (T~"A) > 0. O 
下 面 可 以 证 明 : 


定理 2.5.4 RCZ,HA Poincaré FF) 4 ASAE EC Fpuba, RN(E-E) £ Ø. 

证 明 设 RW Poincaré JFJ. X} E € Fouba, 由 定理 2.5.3, 存在 保 测 系统 
(X,A,u,T) 以 及 A € A, (848% u(A) = BD*(E) > 0 R BD*(EN(E—n)) > (AN 
T-"A),Vn € N. 因为 存在 ne R, (E13 p(ANT-"A) > 0, # En (E-n) #2, B 
nE E-E. 于 是 就 有 RO(E-E)F# ø. 

RZ, 假设 对 任意 已 < 万 abd A RA(E- E) # Ø. B (X, A, p, T) 为 保 测 系 
统 , Ac A 满足 uA) > 0. 根据 定理 2.5.3, FE E C Z4, 使 得 d(E) > uA), H 
EnN(E-n) #42 We ANTA) > 0. 由 假设 , FE n € RO(E-E), 于 是 
(ANTA) > 0. 所 以 R 为 Poincaré 序列 . 口 

定理 2.5.4 的 一 个 直接 推论 为 

推论 2.5.5 ”任何 Poincaré 序列 为 回复 集 . 尤其 对 任意 9 E Fru, S-SHA 
syndetic 的 . 

证 明 因为 syndetic 集合 有 正 上 半 Banach 密度 , 所 以 任何 Poincaré 为 回复 
集 . 设 9 e Fouba. 由 定理 2.5.4, S$ 一 5 与 任意 Poincaré 序列 相交 非 空 . 因为 thick 集 
X Poincaré 序列 , 所 以 S- S 与 所 有 thick 和 集 相 交 非 空 , 从 而 S—S 为 syndetic. O 

需要 注意 的 是 , 存在 非 回复 集 的 Poincaré 序列 (参见 文献 (Kriz, 1987)). 


习 题 2.5 
1. 对 于 保 测 系统 给 出 一 个 类 似 于 定理 2.4.12 的 命题 , 并 证 明 你 的 结论 . 
2. WEAR: 如 果 对 任意 a € (0,2r) 有 Jim, = yeri = 0 成 立 , 那么 {sk} 4% Poincaré 
k=1 


序列 . 提示 : 参见 文献 (Weiss, 2000b). 
3. 证 明 : IP 集 为 Poincaré 序列 . 


82.6 ER # 
在 这 一 节 , 我 们 讨论 E A. 


82.6 E 系统 -51- 


定义 2.6.1 i (X,T) 为 动力 系统 . 48 (X,T) 为 一 个 E 系统 是 指 它 为 传递 的 
并 且 存 在 一 个 不 变 测 度 uE M(X,T), 使 得 supply) = X. 

回忆 一 下 , M 系统 是 指 它 为 传递 的 且 极 小 点 集 稠密 . 由 定义 即 知 , 任意 M 系统 
DAE AS. 在 第 1 章 , 我 们 给 出 了 M 系统 的 刻画 . 对 E 系统 , 有 

定理 2.6.2 ik (X,T) 为 传递 系统 , ZE Transp. 则 (X,T) AE RAAHAA 
at x 的 任意 邻 域 U, N(x,U) 具有 正 上 Banach 密度 . 

证 明 设 (X,T) 为 EE 系统 . 对 z 的 任意 邻 域 7, 由 遍历 分 解 定 理 , 存在 遍历 测 
BE ,使 得 w(U) > 0. 运用 Birkhoff 遍历 定理 于 1v( 相 对 于 u) 得 到 , 存在 ye U, 使 
得 N(y,U) 有 正 密度 . 于 是 , 因为 z e Trans7, AW N(z,U) RAEE Banach 密度 . 

现在 设 对 z 的 任意 邻 域 VU, N(2,U) 具有 正 上 Banach 密度 . 因为 x e Transr, 
我 们 知 对 于 X 的 任意 非 空 开 集 V, 有 BD*(N(z,V)) > 0 

设 wra ? 为 X 的 一 组 拓扑 基 .， 令 U; = cl(V;). 对 于 每 个 j, AA 
BD*(N(z,U; 人 > 0, XA k eN, 存在 ak(7) < be (7), 使 得 


1 ; ; ; 
pim you Uj) N {ak(j) ak(j) + 1,---, be) — 1} > 0 


„lim (bx (9) — ax()) = +00. 


be (j)-1 
Sold) = Fama Gy De One Uw =, lim es (J) X (CES ES * 


拓扑 下 极限 点 . 易 见 jw A (X, T) 的 不 变 测度 且 


p (U;)> lim sup wa, ()(U;) 


1 brk; (7 了) 一 1 
一 di SE 
= lim sup i D) brTiz(U;) 
i=ap; (j) 
. (4 4 1,--+,bp.(7) —1 
= lim sup IN (a, Uj) N far: (j), ax: (9) + 1, ? ki (j) }| >0 
i 一 十 co be. (j) — ar; (I) 


+00 
Bp = Sop) /27, W u E€ M(X,T) E supp(u) = X. 因为 (X,T) 为 传递 的 , 所 以 
j=l 
(X,T) HE 系统 . o 
设 S CZy, 5 的 下 Banach 密度 为 1 是 指 对 任意 a< 1, 存在 N, 使 得 对 Z+ 满 
EI] N 的 区 间 段 I 成 立 |SNT|> all. w Z+ 的 全 体 下 Banach 密度 为 1 的 集 
BA Fwar 对 于 一 个 传递 的 非 E ASE, 有 
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定理 2.6.3 ik (X,T) 为 传递 系统 , x € Transp. A] (X,T) 不 是 也 系统 当 且 仅 
当 存 在 一 个 财 不 变 子 集 AX, 使 得 对 A 的 任意 邻 域 U, N(x,U) € Fwar. 

证 明 ”首先 设 (X,T) FRE RS. 令 A = Ujemx.T) uppl) BU X A 
闭 邻 域 . 易 见 A 为 闭 不 变 的 . 我 们 断言 A AX. 实际 上 , MR 4 = X, 那么 存在 X 


的 可 数 稠密 子 集 {zi}, 使 得 z; e suppl), 其 中 ui € M(X,T). 令 w= Ñ m/2, W 
i=1 


AE M(X,T) 且 supp(u) = X, FE! 于 是 AA X. 下面 证 明 N(z,U) 的 下 Banach 
密度 为 1. 

FU, N(<,X \U) 具有 正 上 Banach 密度 . 根据 定理 2.6.2 的 证 明 , 存在 uE 
M(X,T), 使 得 w(X\U)>0. 这 与 4 的 选取 矛盾 , 从 而 N(£,U) E€ Fivai- 

RZ, 设 存 在 闭 不 变 子 集 AA X, 使 得 对 任意 4 开 邻 域 U, N(x,U) € Fina. A 
KHAA#X, AW cg A. HA Bit VU, 使 得 x gU, 有 旦 取 zz 令 域 V, 使 得 UNV =o. 
明显 , N(x, V) 的 上 Banach 密度 为 0. 于 是 (X,T) AEE 系统 . 口 

在 第 1 章 , 我 们 定义 了 极端 扩散 性 与 扩散 性 , 现在 定义 另 一 种 扩散 系统 . 

定义 2.6.4 ”一 个 系统 如 果 弱 不 交 与 任意 E 系统 , 那么 称 之 为 强 扩 散 的 . 

HFM 系统 必 为 E 系统 , 任意 强 扩散 系统 为 扩散 的 . 

我 们 已 经 证 明 过 , 弱 混合 系统 为 极端 扩散 的 . 下 面 说 明 :, SRG 极端 扩散 之 
强 扩散 > 扩散 . 由 于 极 小 系统 自然 为 卫 系 统 , 仅 需 证 

定理 2.6.5 44 E 系统 为 拓扑 遍历 的 . 

证 明 i (X,T) 为 传递 系统 且 U,V 为 非 空 开 集 . Wk HG U nT KV # Ø, 
且 设 Uo = UNTV. 于 是 N(UV,V) D k+ N(Uo, Uo). 于 是 仅 需 证 明 对 任意 开 集 U, 
N(U,U) 为 syndetic 的 . 

我 们 证 明 N(U,U) 与 任意 thick 相交 即 可 . 根据 Poincaré 回复 定理 , N(U, U) 与 
任意 Ant 中 元 相交 . 因为 任意 thick 集 包 含 了 一 个 Aine PHS, 所 以 N(U,U) 为 
syndetic 的 . 证 毕 . 口 


> 题 2.6 


1. WEH (X,T) 为 强 扩散 的 当 且 仅 当 它 弱 不 交 于 任何 有 全 支撑 遍历 测度 的 传递 系统 . 
2. 8 (X,T) 为 动力 系统 n € M(X,T) 具有 全 支撑 . 证 明 : u 的 任意 generic 点 为 
传递 点 ， 于 是 如 果 / 为 遍历 的 , 那么 就 有 HA(Transr) = 1. 提示: 假设 x 为 generic RA 


n—-1 
A = orb(z,T). 构造 某 f His = ee > f fàn 去 得 到 (A) =1. 
i=0 


3. 构造 一 个 E RSE (X,T) 以 为 其 全 支撑 且 满 足 (X \ Transr) = 1. 提示 : 构造 一 
个 周期 点 稠密 的 子 转移 系统 . 
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82.7 多重 回复 定理 及 Szemerédi 定理 


这 一 节 论 述 遍历 论 中 的 一 些 在 后 文中 将 用 到 的 基本 结论 ， 例 如 , 我 们 将 介绍 
Lebesque 空间 、 遍历 分 解 、Rohlin 关于 遍历 系统 扩充 的 斜 积 分 解 定理 、 积 分 分 解 定 
理 、 条 件 期 望 以 及 著名 的 保 测 系统 的 Furstenberg-Zimmer 结构 定理 等 . 作为 应 用 ， 
我 们 运用 Furstenberg-Zimmer 结构 定理 去 证 明 多 重 回复 定理 , 并 由 此 证 明 组 合 中 著 
名 的 Szemerédi 定理 . 

定理 2.7.1 (Szemerédi 定理 ) W S XZ, 具有 正 上 Banach 密度 的 子 集 , 则 5 
包含 了 任意 长 的 算术 级 数 . 

易 见 , 前 面 提 到 的 Waerden 定理 是 此 定理 的 一 个 直接 推论 . 在 第 1 章 我 们 运用 
拓扑 的 多 重 回复 定理 给 出 了 Waerden 定理 的 证 明 , 此 处 我 们 运用 遍历 论 的 方法 证 
HH Szemerédi 定理 2. 

2.7.1 Lebesgue 空间 


测度 论 中 的 一 个 重要 特点 是 可 忽略 掉 测 度 为 零 的 集合 . 例如 , 在 两 个 系统 同 构 
的 定义 中 便 体现 了 这 种 想法 . 下 面 的 结论 是 有 关 同 构 的 一 个 基本 定理 . 

EH 2.7.2 R X 为 完备 可 分 度量 空间 ,有 (X) 为 其 Borlo 代数 并 且 mm 为 
B(X) 上 满足 m({x}) = 0, Yx € X 的 概率 测度 . iz ((0, 1], B((0,1]),2) A AE al 
上 由 Borel o 代数 构成 的 测度 空间 ， 其 中 | A Lebesgue MA. A (X,B(X),m) 与 
([0, 1], B([O, 1}), 2) 为 同 构 的 . 如 果 记 (X, Bn(X);m) A(X, B(X),m) 的 完备 化 , 那么 
(X, Bm(X),m) 同 构 于 ([0,1],£,1), HP L 为 由 Lebesgue 可 测 集 构成 的 o 代数 ( 它 
为 Bi([0,1]) 的 完备 化 ). 

如 果 在 定理 2.7.2 的 条 件 中 , 把 mm 对 任何 独 点 集 为 零 测 的 这 个 条 件 去 掉 , 那么 结 
论 应 改 为 : 存在 X 至 多 可 数 个 点 {cn}, 它们 具有 正 测度 , 并 且 此 时 (X, B(X), m) 
同 构 于 至 多 可 数 集 {yn} 与 ([0, s], B([0, s]), 1) 的 无 交 并 , 其 中 {yn} 有 测度 {m(zn)} 
mi s=1— $ m(zn). 


n=1 


下 面 是 另 一 种 处 理 忽略 零 测 集 的 方法 , 在 数学 上 看 或 许 更 为 自然 , 但 在 应 用 上 
不 是 特别 方便 . 这 种 方法 就 是 运用 测度 代数 . 

设 (X,B,m) 为 概率 空间 . 在 B 上 定义 等 价 关 系 : KAM B 为 等 价 的 (A ~ B) 
X HAL“ m(AAB) =0. S 5 为 其 等 价 类 空间 , 那么 在 由 8 的 交 、 HH. 补 运算 诱导 过 

© 最 近 Green 和 Tao(2006) 证 明了 :素数 集 包 含 了 任意 长 的 算术 级 数 ， 这 是 Erdos 猜想 ， 如果 
{pn} CN 满足 De 1/pn = œ, 那么 {pn} 包含 了 任意 长 的 算术 级 数 的 一 个 最 新 进展 . 这 也 是 Tao FE 2006 
年 Fields 奖 的 主要 工作 之 一 . 
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来 的 算 子 下 , BIA Borel o 代数 . 由 测度 m BSH B ELEWE m 4 m(B) = m(B) 
(其 中 BA B 所 在 的 等 价 类 ). 偶 对 (B, m) 称 为 测度 代数 . 

依据 上 面 的 观点 , 称 (X1, B1, m) 5 (X2, Bo, m2) 为 “等 价 的 ”是 指 它们 诱导 的 
测度 代数 为 同 构 的 . 

定义 2.7.3 设 (Xi, B1, mı) 和 (X2, B2, m2) 为 测度 空间 , 而 (Bi, m) 5 (Bo, m2) 
为 相应 的 测度 代数 . 两 个 测度 代数 为 同 构 的 是 指 存在 双 射 盏 : Bo 一 Bi, 它 保 持 补 、 
可 数 并 和 可 数 交 运算 且 满 足 万 i (6(B)) = 元 3(B), VBC Bo. 两 个 概率 空间 称 为 共 斩 
的 是 指 它们 的 测度 代数 为 同 构 的 . 

一 般 地 说 , 共 恩 要 比 同 构 弱 , 但 在 某 些 条 件 下 二 者 是 等 价 的 . 

定理 2.7.4 hh X, X 为 完备 可 分 的 度量 空间 , R B(X1),B(X2) 为 它们 的 
Borel o 代数 而 mi, m 分 别 为 B(X1),B(X2) 上 的 概率 测度 . A ©: B(X2) > B1 (X1) 
为 它们 测度 代数 间 的 同 构 ， 那么 存在 M © B(X1), M € B(X2) 满足 mi(M1) = 
m2(MM2) = 1. FAAP RAR A o: Mi 一 Mo, 使 得 再 ( 且 ) = 6-1(BN Ma), 
VB € B(X2). 如 果 更 为 另 一 个 从 (X1,B(X1),m) 到 (Xo, B(X2), m2) BH © 的 同 
#9, 


mı({x € Xı : d(x) # Y(x)}) = 0. 


相应 的 结论 对 于 保 测 同 态 也 是 成 立 的 (它们 由 保 测 变换 诱导 (不 必 为 可 逆 的 )). 
一 般 地 , 在 遍历 论 中 我 们 假设 所 涉及 到 的 概率 空间 均 为 Lebesgue 空间 : 

定义 2.7.5 ”一 个 概率 空间 (X,B, m) 为 Lebesgue 空间 是 指 它 同 构 于 至 多 可 
数 集 (可 能 有 限 ) {yn} 5 ((0, 5], £((0, s]), 2) 的 无 交 并 , 其 中 yn BA EMA pn 而 
L((0,s]) A [0,s] | s =1-— Sr) 上 Lebesgue 可 测 集 组 成 的 o 代数 ,1 为 Lebesgue 

n=1 

测度 . 
2.7.2 SHAS 

前 面 运用 Radon-Nikodym 定理 定义 了 条 件 期 望 . 设 (X,B,m) 为 概率 空间 , C 
为 8 HTF o 代数 . 记 条 件 期 望 为 ECC) : LX, B,m) 一 L'(X,C,m). 

前 面 定 义 条 件 期 望 的 方式 是 常规 的 , 但 是 为 了 后 面 需要 , 我 们 给 出 条 件 期 望 的 
另 一 种 定义 方式 . 设 $: (X,B,1) 一 (Y,D, v) 为 一 个 保 测 映射 , 可 以 将 (Y, D, v) 上 的 
可 测 函 数 通 过 f 一 fo9 = fs BAW (X,B,u) 上 的 可 测 函 数 . 通过 映射 f 一 f°, 我 
们 就 把 L?(Y) 等 同 为 闭 子 空间 L(Y) c LX). Rid P AM LX) 到 L(y)? 
的 正 交 投影 , 那么 对 f ELX), 定义 EE(fIY) 为 


E(fIY) € L(Y), E(flY)* = Pf. 
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定理 2.7.6 在 L?2(X) 上 定义 的 条 件 期 望 算 子 f EY) 可 以 延 拓 到 LX) 
上 且 满 足下 面 的 性 质 : 

(i) f 一 EE(fIY) 为 从 LX) L(Y) 的 线性 算 子 ; 

(ii) 如 果 f >0, BA E(f|Y) > 0; 

(iii) 如 果 fe L(Y), 那么 E(f9|Y) =f. 尤其 EY) = 1; 

(iv) 如 果 g CL(Y), BA E(g* flY) = g(E(f|Y)); 

wf fau= | EGY. 
2.7.3 ”积分 分 解 及 相对 积 

一 个 测度 po 相对 于 另 一 测度 v 的 积分 分 解 是 我 们 常用 到 的 一 个 概念 . 

定义 2.7.7 一 个 概率 空间 (X,B,m) 称 为 正则 的 是 指环 为 紧 致 度量 空间 且 B 
H X 上 Borel 集 生 成 . 一 个 保 测 系统 (X,B,m,T) 为 正则 的 是 指 概率 空间 (X,B,m) 
为 正则 的 . 

i (X,B,4) 为 正则 的 概率 空间 , $ : (X,B, u) 一 (Y,D,v) 为 其 到 另 一 个 概率 空 
间 (Y,D, v) (不 必 为 正则 的 ) 的 保 测 映 射 . 记 M(X) 为 上 全 体 概 率 测度 的 集合 . 

定理 2.7.8 存在 从 YY 到 M(X) 的 可 测 映射 , y 一 uy, 满足 : 

(i) 对 每 个 f e L(X,B,u) 有 , 对 几乎 所 有 y e Y, f e L(X,B m), 并且 
E(fIY)(y) = | fdpy; 


Gi) f {f tam} avo) = f fan, vf € XB, u) 


RAW u= f jwdv(y) Eu 相对 于 v 的 积分 分 解 
设 正 则 空间 (X1, Bi, wi) Al (Xo, Bo, we) 均 为 空间 (Y,D, v) 的 扩充 : 


pı : (X1, B1, 41) = (Y,D, v), $2 : (X2, Bo, u2) =? (Y,D, v). 


我 们 将 定义 它们 相对 于 同一 因子 (Y, D, v) 的 相对 积 
定义 2.7.9 Xx Xo 上 的 测度 Ja Xy Ha 定义 为 


Hi Xy H2(4) = fm x H2,y(A)dv(y), 


其 中 A cB, x Bo, mi = f mivo) 为 m 相对 于 因子 (Y,D, v) 的 积分 分 解 . 概率 空 
lal (Xı x X2, By x Bo, pı Xy H2) 称 为 空间 (X1, Bi, 41) 和 (X2, Bo, 12) 相 对 于 (Y,D, v) 
的 积 ， 记 为 Xi xy Xo. 

类 似 地 ， 设 正 则 空间 (Xi, Bi, Li)(l < n) ae s 间 (Y, D, v) 的 扩充 : Qi : 
(Xi, Bi, pi) ER (Y,D, v), 我 们 将 空 s 间 eo (1 < <n) 相对 于 (Y, D, v) 的 积 
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Hı XY H2 XY `: Xy Hn 定义 为 


pa xy pa Xy: Xy H(A) = | py X paw x X tiny (ADHD), 


其 中 A € By x Bx- x Bn, pi = J mivo) 为 m 相对 于 因子 (Y,D, v) HAR 
分 解 . 
2.7.4 Rohlin 定理 


设 (Y,D, v, T) 为 保 测 系统 , (2,C,0) 为 概率 空间 . 对 每 个 ye Y, 设 o(T',y) 定 
MT (Z,C,0) 上 满足 下 面条 件 的 一 个 保 测 映射 : 

(1) o(Ti,y)(z) AY x Z 到 2 的 可 测 映 射 ; 

(2) o(T**9, y) = o(T*, TI(y))o (TI, y). 
那么 (由 o 确定 的 ) 斜 积 是 指 (Y x Z,DxC,vx6,T) , HP T(y,z) = (Ty, o(T, y)z). 
我 们 有 

定理 2.7.10 (Rohlin 定理 ) 4 (X, B, u, T) 为 正则 的 遍历 保 测 系统 , (Y,D,v,T) 
为 其 因子 . 那么 (XB, mT) 同 构 于 (Y, D, vT) 的 一 个 针 积 .如果 w= | wyavly) 为 
L 的 积分 分 解 ,那么 对 几乎 所 有 y CY, ARAA k eN, 使 得 my 为 上 个 点 上 的 等 分 
FAA, 或 者 ji 为 连续 的 , 即 对 任意 z CX, A ulr} =0. 

2.7.5 ”遍历 分 解 

在 定理 2.4.4 后 面 , 我 们 已 经 描述 过 遍历 分 解 定 理 . 这 里 从 另外 一 个 角度 来 看 
这 个 结论 . 

如 果 9 : (X, 8,4) 一 (Y,D, v) 为 两 个 概率 空间 的 保 测 映射 , 那么 {07 y): y E 
Y} AX 的 一 个 剖 分 . 反之 , REN X HAA. 那么 可 以 定义 Y={C:Ce 引 以 
RBA ri XY. 定义 B CY 为 可 测 的 当 且 仅 当 1B € B, 并 且 对 于 可 测 集 
Bc Y 定义 测度 v(B) = u(r) (B)). 记 全 体 可 测 集 BCY AD, 易 见 此 时 (Y, D, v) 
为 概率 空间 , 并 且 通 过 映射 r 成 为 (X, B, u) 的 因子 . 

设 (X,B,u) 为 概率 空间 , € 为 由 B 中 元 构成 的 匀 PSS. 以 BE ieee EP 
元 素 的 最 小 的 o 代数 . 如 果 (X, B, u) 为 Lebesgue 空间 , C 为 BHF o 代数 , 那么 存 
E X 的 训 分 使 得 B(E) =C (mod 0). 

设 (X,B,u,T) 为 一 个 保 测 系统 , C = {C : TC = C}. 那么 存在 X HHA E, 
使 得 B(E) = C (mod 0). 并 且 对 每 个 Ce &, TC C C. FHE RET (X, B, n) 的 
因子 , 此 时 7 可 以 按 这 个 因子 积分 分 解 . 可 以 证 明 , 对 任意 C ee 变换 Tc 相对 于 
kc 是 遍历 的 . 这 称 为 (X, B, u, T) 的 遍历 分 解 . 尤其 对 每 个 f € Li(X, B, u), 


[t= f (tans) eo 


82.7 多 重 回复 定理 及 Szemerédi 定理 . 57 . 


2.7.6 ” 保 测 系统 的 结构 定理 


设 工 为 与 TZ 同 构 的 群 , 其 中 1 eN 设 X = (X, B, ur) 为 保 测 系统 , Y = 
(Y,D, v, T) 为 其 因子 , 而 $ : (X,B,u,T) > (Y,D, v, T) 为 相应 的 因子 映射 

定义 2.7.11 WAR XAY 相对 于 TET 的 遍历 扩充 是 指 B 的 全 体 T 不 变 
子 集 恰 为 卫 的 人 不 变 子 集 在 oO! TOR ( 指 模 去 堆 测 集 的 意义 下 ). TAX -Y 
遍历 (rel. T). 

定义 2.7.12 AAR X HAY 相对 于 了 er egy FES X xy X OY 
为 四 相对 于 人 的 遍历 扩充 . AX OY HRA (rel. T). 如 果 由 相对 于 每 个 了 ET 
为 弱 混 合 的 , PAX AY 相对 于 械 的 弱 混 合 扩 充 . 

引 理 2.7.13 wRAKXAY 相对 于 了 TET 的 弱 混 合 扩 充 , 则 对 每 个 ne N， 
系统 X xy X xy xy X(n 次 ) LAY 相对 于 了 的 弱 混合 扩充 . REA Y 相 
对 于 了 为 遍历 的 , MX xy X xy. xy X(n 次 ) 也 相对 于 了 为 遍历 的 . 

定义 2.7.14 AX AY 的 紧 扩 充 是 指 存在 稠密 函数 集 族 FC LX) 满足 : 
对 任意 fEFRS>0, HAMIRD HK g1,g2,… ,9k E LX), 使 得 对 每 个 ET, 
RFA minigjgk ISS 一 gjlly < 6 成立 , 其 中 flly A f Æ LX, B, uy) 中 的 模 . 

下 面 我 们 陈述 著名 的 Furstenberg-Zimmer 定理 (在 后 面 将 会 用 到 这 个 结论 ). 
系统 X = (X,B, p, T) 为 其 因子 ra : X > Xa, a E A 的 极限 是 指 B 可 以 由 
{r3 (Ba) :a E€ A} ÆW. 

定理 2.7.15 (Furstenberg-Zimmer 定理 ) iH X = (X, B, u, T) 为 可 分 的 保 测 系 
统 , 其 中 械 为 有 限 秩 的 自由 交换 群 . 那么 存在 可 数 序数 n, 使 得 对 任意 序数 EK 0, 
et. X HAF Xe, te: X >X 满足 : , 

(i) Xo 为 平凡 系统 , 而 X, = X; 

(i IR ESL, 则 存在 同 态 nË : Xy 一 Xe, 使 得 Te = 18 ng; 

(iii) 对 每 个 E < n, Xer 一 Xe 为 本 原 的 , 即 工 为 两 个 子 群 的 直 积 工 =TexTu， 
其 中 Xe. Xe 相对 于 Te 为 紧 扩充 ,而 Xe 一 Xe 相对 于 Tu 为 弱 混 合 扩充 ; 

(iv) 如 果 EK ARR ARK, 则 Xe 为 因子 {Xe E <E} 的 极限 . 

4THLH, RAVI REAR EH X =X, > Xy =N +1) 可 能 为 弱 混 
合 扩 充 外 其 余 各 扩充 均 为 暴 扩 充 . 


2.7.7 保 测 系统 的 多 重 回复 定理 


保 测 系统 的 多 重 回复 定理 为 以 下 定理 的 推论 : 
定理 2.7.16 设 卫 ,7T2,:…, 了 TD 为 概率 空间 (X, By) 上 的 相互 可 交换 的 保 测 变 


58 - 第 2 章 遍历 论 基础 
换 , AC B 满足 L(A) > 0. 那么 


N 
wim. inf x LH (T, "ANT, "AN---NT,"A) > 0. (2.7.1) 
证 明定 理 2.7.16 的 基本 思路 为 : 先 对 (X, B, u, T) 为 (Y,D, v, T) WRI AMS 
混合 扩充 时 分 别 证 明 , 如 果 (Y,D, v, T) 满足 (2.7.1), 那么 (X, 8,p,T) 也 满足 (2.7.1); 
然后 用 结构 定理 归纳 证 明 结 论 . 根据 定理 2.7.16, 有 
定理 2.7.17 ATT, To, e Ti 为 概率 空间 (X, B, u) 上 的 相互 可 交换 的 保 测 变 
iz, AEB 满足 MA) >00 那么 存在 n 之 1, 使 得 


u ann Ann 0 


现在 我 们 运用 定理 2.7.17 来 证 明定 理 2.7.1. 

定理 2.7.1 的 证 明 设 X={0,1}2+, B HEH Borel o 代数 . T: X + X Ae 
移 , BP T(w)(n) =w(n + 1), Vn > 0. 

设 5 为 具有 正 上 Banach 密度 的 子 集 , 视 5 的 特征 函数 1s 为 X 中 点 . 于 是 存 
E ô > 0 以 及 区 间 列 {Br} WE [SN Bn|/|Bn| > 5 > 0, Yn. 定义 X EWE un 为 


n dTils. 
H = 5 2 Til 
设 A pm 的 极限 点 , W Tu= u. 令 4={w:w(0)=1}, 则 4 为 既 开 又 闭 的 集合 . 
有 

14a(T'ls)=1<— Ts(0)=1<— i €S. 
由 于 jn(4) = |SOBn|/|Bn| > 6, 所 以 (4) > ô > 0. 运用 定理 2.7.17 于 7,72,…,T! 
(LEN) 及 子 集 4 CX, WR: 对 任意 l, 存在 n= n(l) > 1, 使 得 


网 


于 是 对 一 个 正 /测度 的 子 集 有 T"(w) e 4,T2n(w) € 4 T” (w) € A. 因为 4 为 
开 集 , ERX w 的 一 个 邻 域 也 成 立 . 于 是 易 见 u 的 支撑 包含 在 1s 在 转移 下 的 闭 包 
中 . 由 此 存在 a CN, 使 得 Ti?telse CA, VISi<l FRin+aeS VICi<l X 
样 我 们 就 完成 了 整个 证 明 . 
习 题 2.7 
1. 一 个 遍历 系统 (X,B, u, T) 具有 离散 谱 指 L) 中 存在 由 T 特征 函数 组 成 的 一 个 正 
交 基 . 证 明 : T 具有 离散 谱 当 且 仅 当 它 共 轿 于 茶 紧 致 度量 群 上 的 遍历 旋转 . 


§28 注 id . 59 . 


2. i: (X, B, u) > (Y, D, v) 为 两 个 正则 概率 空间 上 的 保 测 变换 且 u= pydv(y) 为 
4 相对 v 的 分 解 . 证 明 对 几乎 所 有 y EY, u(y) = 1. 
3. 证 明 测度 wi xy we 可 以 由 下 等 式 刻 画 : 


[fe frau xy pa = /np dv 


其 中 fi € L7(X1), fo E€ L?(X2), E fi @ fo(a1, £2) = fi(x1)fo(z2). 
4. 证 明 对 任意 fi € L°(X1), fo € L?(X2), 


E(fi Q felY) =E(AlY)E(f2lY), 
FFA m xy u2 相对 于 (Y,D, v) 的 积分 分 解 为 
(Hı Xy H2)y = May X H2,y, 


其 中 Xa, Xo 均 为 了 的 扩充 , 且 pi = f piwdv(y) 为 相对 于 mi 的 积分 分 解 , i 二 1,2. 


5. WEAR: 如 果 (X,B,y,T) 为 类 极 小 的 , 那么 它 共 力 于 等 分 布 的 周期 系统 ， 提示: 设 
a = inf{u(A): A € BHy(A) > 0}. 证 明 a>0 且 运用 它 去 导出 结论 . 


62.8 TE id 

本 章 主要 来 源 为 Walters(1982) 和 Furstenberg(1981) 这 两 本 专著 . 定理 2.5.4 引 
自 Weiss(2000b). 定理 2.2.7 的 证 明 源 自 Glasner(2003) 的 处 理 方式 . 

关于 遍历 理论 有 着 众多 非常 优秀 的 著作 , 如 Denker etc. (1976), Glasner(2003), 
Halmos(1953), Rudolph(1990), Walters(1982), Petersen(1983) 等 . 其 中 Walters(1982), 
Furstenberg(1981), Petersen(1983), Glasner(2003) 等 都 有 相当 多 的 篇 幅 介绍 拓扑 动 
力 系统 , 毕竟 这 两 个 分 支 有 着 干 丝 万 缕 的 联系 .而 两 者 兼顾 的 著作 有 Furstenberg 
(1981), Weiss(2000b) 等 , 也 可 参见 综述 性 文章 Glasner-Weiss(2004). 

关于 遍历 Ramsey 理论 , H Furstenberg(1977) 开创 以 来 一 直 是 动力 系统 十 分 活 
跃 的 一 个 分 支 , 参见 Bergelson(1996), Bergelson-Leibman(1996), Bergelson-McCut- 
cheon(2000), Furstenberg(1981), Furstenberg(1977), Furstenberg-Katznelson(1978), 
Furstenberg-Katznelson(1985), Furstenberg-Katznelson(1991), Furstenberg etc. 
(1982), McCutcheon(1999) 等 . 

关于 多 重 遍 历 定理 , 一 个 很 大 的 进展 是 Host 和 Kra 的 工作 . 他 们 证 明了 (Host- 
Kra, 2005): 如 果 (X, B, u T) 为 保 测 系统 , k > 1 为 整数 以 及 户 , fos fe 为 有 界 函 
数 , 那么 式 子 


N-1 


元 D Aa) fal Ta) 大 (Thna) (2.8.1) 


n=0 


. 60 . 第 2 章 ”遍历 论 基础 


在 L? (ys) 中 收敛 . 另外 , Ziegler 独立 地 给 出 了 这 个 定理 的 不 同 的 证 明 (Ziegler, 2005). 
最 近 Tao 证 明了 当 Ti,’ 7 +, Ty A (X, B, u) 上 可 交换 的 保 测 变换 ， 并 且 fis fo: ? "fk 
为 有 界 函 数 时 ， 有 
Ly her 2) fo(T§2)--- fel TEx) (2.8.2) 
n=0 


在 L?(u) 中 收敛 , MATRE T EED ee (E Lu) 意义 下 ). 有 意思 的 是 Tao 
的 证 明 采 用 有 限 遍 历 理论 (finitary ergodic theory), 并 没有 用 到 遍历 理论 中 的 高 深 
知识 . 另外 值得 一 提 的 是 , RAR (2.8.2) 是 否 逐 点 收敛 是 目前 遍历 理论 中 的 一 个 重 
要 问题 . 

素数 集 包 含 了 任意 长 的 算术 级 数 是 Tao 获 2006 年 Fields 奖 的 主要 工作 之 一 . 
最 近 Tao 和 Ziegler 又 推广 了 这 一 工作 . 他 们 证 明了 如 果 号 ,…, Pe 为 取 值 整数 的 
多 项 式 并 且 Pi(0) = … = 及 (0) = 0, 那么 对 于 任意 的 s > 0, 存在 无 限 多 个 整数 
z,m, 使 得 1 < m < x°, FHA c+ Pi(m),---,c+Ph(m) 均 为 素数 . 

另外 ， 有 关 Khintchine 定理 的 推广 见 文献 (Bergelson etc.，2005)， 有 关 多 重 
Poincaré 序列 的 工作 见 文献 (Frantzikinakis etc., 2006). 


第 3 章 等 度 连续 性 与 Ellis 半 群 理论 


在 动力 系统 中 , 最 简单 的 系统 莫 过 于 等 度 连 续 系统 以 及 distal AB. §3.1 it 
论 等 度 连续 系统 , 给 出 它 的 若干 刻画 . §3.2 详细 论述 了 初 值 敏 感 与 几乎 等 度 连 续 的 
关系 以 及 几乎 等 度 连续 系统 的 一 些 基 本 性 质 . 在 讨论 distal 系统 以 及 进一步 研究 
等 度 连续 系统 时 ，Ellis 半 群 发挥 了 极 大 的 作用 . 所 以 在 对 distal 系统 讨论 前 , 我 们 
在 83.3 先 介 绍 Ellis 半 群 理论 的 一 些 基本 知识 , 作为 应 用 我 们 证 明了 第 1 章 中 提 到 
的 Hindman 定理 . §3.4 运用 Ellis 半 群 理论 研究 了 distal、 几 乎 distal 和 半 distal 
AG, 而 83.5 详细 讨论 distal 系统 以 及 它 与 等 度 连续 系统 的 深刻 联系 ，83.6 给 出 
Furstenberg 关于 极 小 distal 流 的 结构 定理 的 证 明 并 简要 介绍 极 小 系统 的 结构 理论 . 
作为 本 章 的 结束 , 最 后 对 几乎 等 度 连续 进行 了 更 为 深入 的 讨论 . 


83.1 等 度 连 续 性 


这 一 节 研 究 等 度 连 续 系统 . 在 本 章 中 , 我 们 总 是 假设 对 于 系统 (X,T), RY T 

定义 3.1.1 系统 (X,T) 称 为 等 度 连 续 的 是 指 函数 族 {T:n EZ) 为 等 度 连 
续 的 , 即 对 任意 上 > 0, 存在 5 > 0, 使 得 当 d(x1,22) < 6 时, d(TnmzlTnza) < cynE 
Lis. AÈ. 

如 果 令 dr(z,y) = supnez, (Tz, T”y), 后 面 我 们 会 说 明 当 (X,T) 为 等 度 连续 
时 , dz 5 d 是 等 价 的 , 并 且 它 为 了 不 变 的 , 即 dr(Tz,Ty) = dr(7x,y),Vz,y € X. E 
WEH, 等 度 连续 系统 中 的 任何 两 个 不 同 点 随 着 时 间 的 推移 将 保持 同样 的 差距 ， 即 
它们 的 轨道 是 “平行” 的. 所 以 我 们 有 理由 认为 等 度 连续 性 是 最 简单 的 一 种 动力 学 

例 3.1.2 (1) 设 S51 为 圆周 ,了 为 园 周 上 的 次 转 映 射 , 则 (S',T) 为 等 度 连续 的 ; 

(2) 加 法 机 器 为 等 度 连续 的 . 

下 面 的 定理 说 明 , 等 度 连续 系统 中 的 每 个 点 按 一 致 的 步调 回复 . 系统 (X,T) 称 
为 一 致 几乎 周期 的 是 指 对 任意 s > 0, 存在 syndetic 集 A, 使 得 对 任意 ze X,n e A, 
d(z,T"z) < e MIL. 注意 到 , 我 们 用 C(X, X) RAM X Bl X 的 全 体 连续 映射 . 

定理 3.1.3 系统 (X,T) 为 等 度 连续 的 当 且 仅 当 它 为 一 致 几乎 周期 的 . 

证 明 设 (X,T) 为 等 度 连续 的 . 对 任意 c > 0, 根据 Ascoli 定理 {T" : n € Z4} 
在 C(X,X)( 取 一 致 拓扑 ) 中 为 相对 紧 的 , 于 是 存在 有 限 s 网 {T} MIER 
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n € Z+, IFE 1 <j <k, ee 


sup d(T", Tiz) < €. 

rEX 
Al T EWI, BOL {n € Z4 : supyex d(T"z, x) <e} AW k 为 间距 的 syndetic 集 ， 
从 而 (X,7) 为 一 致 几乎 周期 的 . 

MZ, 设 (X,T) 为 一 致 几乎 周期 的 . 对 任意 c > 0, 存在 syndetic R A, 使 得 对 
任意 Ze X,n € A, drTn"z) < 3 成 立 . 设 4 间距 为 k. 取 6 > 0 使 得 对 任意 满足 
d(z,y) <6 的 x,y, d(Tiz,T'iy) < = vi = 1,2,...,k. 

下 证 对 满足 d(x,y) < 6 的 x,y, d(T"z,T"y) < e,Vn E€ Z4 RL. 对 任意 n € Z4, 
存在 ae A Mie [i,k], 使 得 n= 二 a+i. 于 是 

d(T™z, Ty) < d(T*(T*x),T’x) + d(T*z, T’y) + d(T*y, T°*°(T’y)) < = + 3 十 = =€. 
所 以 (X,T) 为 等 度 连续 的 . 口 

Mit AR, 等 度 连续 系统 相当 于 一 个 紧 致 交换 群 上 的 旋转 . 为 了 说 
明 这 一 点 , 首先 引入 一 些 概念 . 

定义 3.1.4 R (X,T) 为 动力 系统 , 记 CX) 为 全 体 复 值 连续 函数 的 集合 . 称 
ER BK f ECX) 为 了 的 特征 函数 是 指 存在 ACC, 使 得 f(Tz) = 和 f(z). 此 时 称 
入 为 相应 于 f 的 特征 值 . 

命题 3.1.5 ik (X,T) 为 传递 系统 , 则 

(1) 4e f E C(X) AM A HAEG AE RAF EH HK, MW) [AL =1 A |fl=c,c AR 
数 ; 

(2) 如 f,g 为 同一 特征 值 的 特征 函数 , 则 f = cg, 其 中 c 为 常数 ; 

(3) Æ C(X) P, 相应 于 不 同 特征 值 的 特征 函数 为 线性 无 关 的 ; 

(4) 的 全 体 特 征 值 形成 51 的 一 个 可 数 子 群 . 

证 明 留 作 习题 . 

定义 3.1.6 ik (X,T) 为 动力 系统 , 称 之 有 拓扑 离散 谱 是 指 系统 的 特征 函数 
张 成 了 C(X). 

由 前 命题 可 见 , 如 (X,7T) 为 有 拓扑 离散 谱 的 传递 系统 , 则 存在 可 数 个 特征 值 
np 及 线性 无 关 组 {fn} C C(X), 使 得 span{fn} =C(X) H froT = Anfa. 
对 一 个 拓扑 群 G, 我 们 用 G RRA G 到 51 的 所 有 连续 同 态 的 集合 . G 中 的 元 素 称 
为 G 的 特征 . 

定理 3.1.7(Halmos-von Neumann) 设 (X,T) AVEDA AR, MAF FH: 

(1) 工 为 极 小 等 度 连续 的 ; 

(2) T 传递 且 存 在 X LYRE, 使 得 人 在 此 度量 下 为 等 距 的 ; 
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(3) T 拓扑 共 特 于 紧 致 交 换 群 上 的 一 个 极 小 旋转 ; 

(4) 工 极 小 且 有 拓扑 离散 谱 ; 

(5) T 了 传递 且 有 拓 提 离散 谱 . 

证 明 (1) > (2) 易 证 . 

(2) > (3) 设 p 为 等 距 度 量 , zo 为 传递 点 , 所 以 X = orb(zo). 定义 运算 : 


* :Orb(x0) x orb(Zo) 一 orb(Zzo)， T”zo*T™” zo 请 人 ”20. 
因为 


p(T” x9 *T™ x9, T? xo * T4290) = p(T" oo T?* 420) 
< p(T" t™ xo, T?t™ £0) + p(T?t™ 29, Tt 4x9) 


= p(T" Z0, T?z0) 十 p(T” To, T? zo). 


所 以 * 为 一 致 连续 的 , FAA MEP FED «: Xx XX. 

另外 ， 因 为 p(T zo, T ™zo) = PTTTTIT "zo, TT 0) = p(T™ZO0, 
T?zo)， 所 以 映射 Tn"zo + 人 -2zo，orb(zo) 一 orb(zo) 为 一 致 连续 的 , 于 是 可 以 唯 
一 扩充 到 X 一 X 上 . 

这 样 , 我 们 说 明了 (X,*) 为 拓扑 群 . 因为 {Tro : n € Z} E X 中 稠密 , 所 以 
(X,*) 为 交换 的 . 因为 T(T?*zo) = TzoxTnzovn € Z, 所 以 Tz = Tto * x,Vz € X. 
这 说 明 (X,T) AT CER (X,*) 上 的 Tro 旋转 . 

(3) > (4) RX 为 紧 交 换 群 , A Tz =ar. WX 的 每 个 特征 为 X 的 特征 函数 
(因为 如 果 f eX, 那么 f(Tz) = flax) = f(a)f(z)). RA 为 由 所 有 特征 的 线性 组 
合生 成 的 代数 , 则 AC COX). 由 于 A 包含 常 值 函 数 、 对 共 罗 运 算 封闭 并 且 分 离 点 
所 以 根据 Stone-Weierstrass 定理 就 有 4 = C(X). 

(4) > (5) 显然 . 

(5) => (2) 由 前 面 分 析 , 存在 可 数 个 特征 值 {An}?%2i 及 线性 无 关 组 {fn} S 

C(x), ae = 1, span{fn} = C(X) HE froT = nfn. 定义 plz,y) = 


2a o AE- a)! 它 为 x ERWEE. HF span{ fa} = CX), 所 以 {fa} 
分 离 X ne 于 是 p(z,y) =0 HS r =y, H p HES. 
因为 [Anl = 1, 所 以 有 


p(Tz, Ty) = > [Anfn(7) 一 Anfn(y)| _ p(z, y). 


on 


于 是 (X, p) 为 等 距 的 . 


. 64 . 第 3 章 等 度 连 续 性 与 Ellis 半 群 理论 


设 4 为 X 的 原始 度量 , 以 下 说 明 (X,d) 与 (X,p) 等 价 . 我 们 仅 需 证 明 恒 同 映 
St id: (X,d) > (X, p) 连续 即 可 . 


对 任意 > 0, 取 NeN, 使 得 》, < 由 于 f 连续 , 所 以 存在 5 > 0, 使 
n=N+4+1 


得 d(x,y) < ô => |fr(x) — faly)| < svi <n <N. 于 是 就 有 d(x,y) < 6 => p(£,y) < 
N 

E E se ese, 
Da get tg Se 所 以 这 连续 口 


习 题 3.1 
1. 任何 等 度 连续 系统 的 因子 仍 为 等 度 连续 的 . 
2. KR (X,T) 为 等 度 连续 的 , 则 对 任意 n EN, (X,T") 也 为 等 度 连续 的 . 
3， 试 不 用 Ascoli 定理 直接 证 明 等 度 连续 系统 为 一 致 几乎 周期 的 . 提示 : 先 证 对 任意 


e>0 以 及 有 限 点 21,22,---,2n E€ X, 存在 syndetic 集 A, 使 得 d(xi,T™Yzi), i = 1,2,---,n; 
mE 4. 


4. 证 明 命题 3.1.5. 


§3.2 ”几乎 等 度 连 续 与 初 值 敏感 


等 度 连续 概念 的 一 个 自然 的 推广 是 “几乎 等 度 连续 ”. 

定义 3.2.1 Hh (X,T) 为 动力 系统 , 点 ze X 称 为 等 度 连续 的 是 指 对 任意 
E > 0, 存在 6 > 0, 使 得 对 任意 满足 d(x,y) <6 的 y, 成立 d(T"z,T"y) < evn > 0. 
系统 称 为 几乎 等 度 连续 的 是 指 它 为 传递 的 且 至 少 有 一 个 等 度 连续 点 . 

如 果 系 统 每 个 点 都 是 等 度 连续 点 , 那么 由 空间 的 紧 性 , 系统 为 等 度 连续 的 . EX 
上 定义 新 的 度量 : 

dr(z,y) = sup d(T"z,T”y). 
nEZ4 

这 样 r 为 等 度 连续 点 等 价 于 对 任意 es > 0, FE ô > 0, 使 得 对 任意 满足 d(e, y) < 6 
的 y, 有 dr(z,y) <£. AW, (X,T) 为 等 度 连续 的 当 且 仅 当 d 与 dr 为 等 价 的 . 

由 等 度 连续 点 的 定义 , 我 们 可 以 感觉 到 在 等 度 连 续 点 附近 的 点 有 “一 致 ”的 运 
动 轨道 , 所 以 可 以 想象 它 应 该 有 一 些 特殊 的 性 质 . 令 Q(z,T) = {ye X: de, >r k 
nk 一 00, 使 得 T"*zx > y}, 有 

命题 3.2.2 R (XX,T) 为 动力 系统 . 如 果 x CE XX 为 等 度 连续 点 , 则 

(1) w(x, T) = Q(2,T); 

(2) 如 果 r 为 非 游荡 点 , 则 它 为 国 复 点 ; 

(3) 如 果 它 为 极 小 点 的 极限 点 , 则 它 也 为 极 小 点 . 
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证 明 (1) 首先 , 易 见 wlx, T) C Q(z,T). 现 设 ye Qla, T), 那么 Ar, oc K 
nk > œ, 使 得 Tre > y. 因为 ze X 为 等 度 连续 点 , 所 以 对 任意 s > 0, 存在 
6 > 0, 使 得 d(x,y) < 8 BS d(Tz, Ty) < =, Wn E Za. 选取 大 使 得 dlz,zh) < ô H. 


d(T™* (rr), y) < 则 d(T”* £k, T”* £) < > 从 而 dT™*zx,y) < e. 所 以 y € w(x, T). 

(2) 由 (1) 即 得 . 

(3) HU A x 的 邻 域 , 选取 e > 0, 使 得 B(z,3e) CU. WX r eX 为 等 度 连 
续 点 , 所 以 存在 6 > 0, 使 得 d(z,y) < 6 AG d(Tnz,Tny) < syn E€ Z4. 取 极 小 点 
z € B(z, 6d), MW] N(z, B(z,e)) 为 syndetic 的 . 又 易 证 N(z, B(z,e)) C N(x,U) (对 任 
È ke N(z,B(z,e)), 有 d(z,T*x) < d(x,z) + d(z,T*z) + d(T*z,T*z) < 3e), Fx 
为 极 小 的 . 口 

根据 命题 3.2.2, 我 们 不 难 证 明 几 乎 等 度 连续 的 M 系统 为 极 小 等 度 连续 的 ( 留 
作 习 题 ). 

与 几乎 等 度 连 续 对 立 的 一 个 概念 是 “ 初 人 敏感 性 * ， 首 先 我 们 介绍 这 个 概念 
Wie s > 0, T RATER x 处 Lyapunov e 不 稳定 的 是 指 对 z 的 任意 邻 域 U0, 存在 
点 y EU 及 n o0, 使 得 d(T"z,T"y) > e; T 称 为 在 z 处 不 稳定 是 指 存在 > 0, 使 
得 了 在 z 处 为 Lyapunov e 不 稳定 的 . 如 果 系 统 为 处 处 不 稳定 的 , 一 般 而 言 并 不 能 
保证 存在 一 个 s > 0, 使 得 所 有 点 都 是 不 稳定 的 . 但 对 于 传递 系统 , 这 是 能 得 到 保 
证 的 , 即 此 时 系统 如 为 处 处 不 稳定 的 , 则 存在 一 个 s > 0, 使 得 所 有 点 都 是 s 不 稳定 
的 . 这 就 是 初 值 敏感 的 定义 . 具体 地 讲 

定义 3.2.3” 称 动力 系统 (X,T) 具有 初 值 敏感 性 是 指 存在 > 0, 使 得 对 任意 
6>0 和 zeExX, 都 能 找到 yy € Biz, 5) fo ne N 满足 d(T"z,T"y) >e. 

我 们 将 看 到 一 个 传递 系统 要 么 是 初 值 敏感 的 , 要 么 就 是 几乎 等 度 连 续 的 . 这 就 
是 所 谓 的 Auslander-Yorke 二 分 定理 . 首先 刻画 全 体 等 度 连 续 点 的 集合 : 对 k EN, 
A 


we 
G= {rex .存在 > 的 邻 域 U, 使 得 对 任意 veU, 有 d(T"2,T"y) < ,Wn € zi} l 


WW Gx 为 开 集 , ATG, C Gr. 根据 定义 易 见 , Nki Ce 为 全 体 等 度 连续 点 集 . 

定理 3.2.4 (Auslander-Yorke 二 分 定理 ) 设 (X,T) 为 拓扑 传递 的 系统 .如 采 
(X,T) 为 几乎 等 度 连续 的 , 则 等 度 连续 点 集 与 传递 点 集 吻合 , 进而 为 稠密 的 Gs R. 
特别 地 , 极 小 几乎 等 度 连续 系统 为 等 度 连续 的 . 

如 果 (X,T) 没有 等 度 连续 点 , 则 必 为 初 值 敏感 的 . HK, 极 小 系统 如 果 不 是 等 
度 连续 的 , 就 是 初 值 敏 鳄 的 . 

证 明 i (X,T) 为 几乎 等 度 连 续 的 . 由 Gk 的 定义 , Near Gx FS 为 全 体 等 度 


连续 点 集 . 因为 Gk 为 非 空 开 的 以 及 7T-!IGk C Gr, 根据 传递 性 就 有 Gx 为 稠密 的 . 
FN Ge 为 剩余 的 (residual). 

对 任意 x € Trans7T, 设 nk € Z4, (878 Tr € Gy. FÆ x E€ T "Gk C Gk, È 
m Transr C QK; Ge. RZ, Hee, Ge. 由 上 述 命 题 知 w(x, T) = Q(z, 了 T). 由 
F X 传递 , 所 以 Q(z, T) = X. 于 是 wlz, T) = X, BY x e Transr. 

其 余 结 论 不 难说 明 , 请 读者 自 证 . 口 

1986 年 , Devaney(1989) 以 初 值 敏感 性 为 核心 定义 了 一 类 重要 的 混沌 . 

定义 3.2.5 AAR (X,T) ADevaney 混沌 的 , 如 果 它 满足 以 下 三 条 : 

(1) (X,T) 是 传递 的 ; 

(2) 了 的 周期 点 在 和 PAE: 

(3) (X,T) 具有 初 值 敏感 性 . 

事实 上 , 上 面 的 条 件 并 不 是 独立 的 . Banks, Glasner 和 Weiss 等 人 证 明了 (1) + 
(2) > (3), 即 传递 的 周期 点 稠密 的 非 周 期 系统 具有 初 值 敏感 性 (Banks etc., 1992; 
Glasner-Weiss, 1993); 事实 上 , Glasner 和 Weiss 证 明了 更 强 的 结论 : 他 们 说 明 传 递 
的 极 小 点 稠密 的 非 周 期 系统 具有 初 值 敏感 性 (Glasner-Weiss, 1993; Akin etc., 1996). 
下 面 我 们 将 证 明 更 强 些 的 结论 (Huang-Ye, 2002b). 

D 3.2.6 (1) 上 半 Banach 传递 (N(U, V) 具有 正 上 半 Banach 密度 的 传递 
RR) 的 几乎 等 度 连 续 系 统 为 极 小 等 度 连 续 的 ; 

(2) 几乎 等 度 连续 的 拓扑 遍历 系统 为 极 小 等 度 连续 的 . 

证 明 设 (X,T) 为 几乎 等 度 连续 的 , 则 存在 几乎 等 度 连 续 点 zo. 对 任意 = > 0, 
4 U = B(zo,s). 由 定义 , 存在 6 > 0, 使 得 对 任意 r, y € B(ao, 5), 有 d(T"z,T"y) < 
=,Wn € Z4. 于 是 就 有 N(20,U) 2 N(B(zo,5), B(z0, 6)). 

如 果 (X,T) 为 拓扑 遍历 的 , W N(2o,U) 为 syndetic 的 . 由 于 e 任意 , 所 以 zo 为 
极 小 的 . 因为 co 为 传递 点 , 所 以 系统 极 小 (定理 1.3.5). 

如 果 系 统 为 上 半 Banach 传递 的 , 则 类 似 于 上 面 分 析 , 选取 ô > 0, 使 得 N (zo， 
B(x0,6)) 2 N(B(a2o, 61), B(x0, 61)). 有 


N (20, U) 2 N(B(20, ô), B(Zo, 4)) 2 N(B(azo, 61), B(x0, 61)) -N(B(zo, 61), B(£0,ô1)), 


于 是 N(zo, U) 为 syndetic 的 (推论 2.5.5), 继而 zo 为 极 小 点 . 口 

推论 3.2.7 dM DHE AR (进而 M 系统 、P 系统 ) 为 初 值 敏感 的 . 

证 明 “” 仅 需 证 明 忆 系统 为 拓扑 遍历 的 , 即 syndetic 传递 的 . 见 定理 2.6.5. 下 面 
我 们 提供 另 一 种 证 法 . 

设 U,V 为 和 的 非 空 开 集 ,/ AX 具有 全 支撑 的 不 变 测度 . 令 W = 
Unez, TU, W (W) =a>0. HF X 1#, FUO=WV # Ø Rp(O)=6>0. 
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选取 Ne N, 使 得 w(Uney TU) > a5. 由 于 4 为 不 变 测度 ,对 任意 je Z, 


p = (U ro | = 四 rev) a= A 


Fæ T (Usce TU) NV # Ø. 这 样 N(V,U) 为 以 N 为 间距 的 syndetic 集 , 即 
(X,T) 为 拓扑 遍历 的 . 口 

定理 3.1.3 说 明 等 度 连 续 系统 的 每 个 点 会 按 一 致 的 步调 回复 , 我 们 将 说 明 对 几 
乎 等 度 连续 系统 也 有 类 似 现 象 . 首先 我 们 介绍 刚性 的 概念 : 

定义 3.2.8 ” 设 neN, 称 系统 (X,T) An 刚性 的 是 指 乘积 系统 (X",T™) 
的 每 个 点 都 是 回复 点 ; 称 (X,T) 为 弱 刚 性 的 是 指 对 任意 自然 数 n, 系统 为 n 刚性 
的 ; 称 (X,T) 为 刚性 的 是 指 存在 mi 一 oo, 使 得 T™ 逐 点 收敛 于 恒 同 映射 id; 而 称 
(X,T) 为 一 致 刚性 的 是 指 存在 ni 一 00, 使 得 T"i 一 致 收敛 于 恒 同 映射 id. 

这 几 个 概念 是 不 一 样 的 , 刚性 但 不 是 一 致 刚性 的 例子 如 下 : HX = {re : 0< 
9 <<2n,7=1 一 2-",n 一 1,2,… 或 r= 甘 . 当 | 了 =1- 27” it, BM Tz = ze, 
当 |z| = 1 时 ,定义 Tz=z. 取 nx=2*, 易 验证 (X,T) 为 刚性 但 不 是 一 致 刚性 的 . 事 
实 上 , 存在 极 小 的 刚性 但 不 是 一 致 刚性 的 例子 , 但 这 种 例子 比较 困难 (Glasner-Maon, 
1989). 

设 X HMA T = R?/Z?, T :X > X, (zy) (7 十 Q,y 十 7), 其 中 作为 无 理 数 . 
可 以 验证 它 是 极 小 弱 刚 性 的 ( 留 作 习题 ), 但 是 它 不 是 刚性 的 . 否则 存在 序列 {n}, 
使 得 T” 逐 点 收敛 于 恒 同 映射 id. RAE T(x, y) = (c+ na,y tne + [n(n -— 1)/2]a), 
对 每 个 r, 有 nex 一 0. 这 是 不 可 能 的 , 所 以 (X,T) 为 极 小 弱 刚 性 但 不 是 刚性 的 

ITA X A X 上 全 体 连 续 函 数 的 集合 CX, X), 在 其 上 取 度 量 : 


D(f,g) = Sup d( f(x), 9(x)). 


根据 此 定义 , (X, T) 为 一 致 刚性 的 当 且 仅 当 对 任意 s > 0, FE n € N, 使 得 D(T”, id) 
<E. 

引 理 3.2.9 8 (XY,T) 为 1 刚性 的 动力 系统 ( 即 每 个 点 都 是 回复 点 )， 则 人 为 
满 射 且 每 个 不 变 集 为 负 不 变 的 和 强 不 变 的 . 

证 明 留 作 习 题 . 

引 理 3.2.10 34 (X, T) 为 2 刚性 的 动力 系统 , 则 

(1) T AP) RE; 

(2) 对 任意 ZEX F wlr, T7!) Cu(z,T); 

(3) 相对 于 度量 dr, T 为 等 距 的 . 
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证 明 (1) 首先 由 引 理 3.2.9 知 T AH. 设 T(z) = T) 由 于 工 为 2 刚 
性 的 , 存在 ni 一 +00, 使 得 (T x T)"(z,y) > (2,y). AW T(z) = T(y), 所 以 
(T xT)" (x,y) CA. FRA x = y, BIT ARH. 

(2) x € X, WH wlz, T) 为 正 不 变 的 以 及 引 理 3.2.9 知 它 也 为 负 不 变 的 . 由 于 
x €w(x,T), 所 以 Tx € T71w(2,T) C wlz, T), 进而 wle, T!) C w(z,T). 

(3) 设 对 z,y € X, 存在 ni > +00, 使 得 (T"iz,T"iy) > (x,y). FHA 
得 dr(Tz,Ty) > d(z,y)， 又 由 于 dr(z,y) = sup{d(z,y),dr(Tz,Ty)}, 所 以 就 有 
dr(x,y) = dr(Tz,Ty). O 

定理 3.2.11 设 (X,T) 为 一 致 刚性 的 系统 . 则 

(1) 全 限制 在 任意 子 系统 上 仍 为 一 致 刚性 的 ; 对 任意 n EN 系统 (Xr, T™) 和 
(X,T") 也 是 一 致 刚性 的 ; 

(2) T A BEHERA (X,T-1) 也 为 一 致 刚性 的 . 事实 上 , wRT 一 id, 那么 
T”: — id; 

(3) HES cE X, A wlz, T) = w(x,T-1), 于 是 Transp = Transy-i; 

(4) 度量 dr fe dpi 在 和 上 一 致 ,并且 相 对 于 它们 了 为 等 距 的 . 

证 明 (1) SEL. 

(2) 由 引 理 3.2.10 知 T AMAR. EENAA D(7T",id) = D(T~”, id), vn € 
Zi, 我 们 就 有 此 结论 . 

(3) 由 引 理 3.2.10(2) 有 w(x, T7!) C w(x, T). AFT 也 为 一 致 刚性 的 , 所 以 
同样 有 wlz, T) C w(x, T-1). 

(4) 由 引 理 3.2.10(3), T 相对 于 dr 为 等 距 的 . FÆ T 相对 于 dr 也 是 等 距 的 . 
对 任意 &eZ+, @ dr(z,y) =dr(T-*z,T*y). 于 是 

dy(x,y) = sup dp(T~*z,T~*y) > sup d(T~*z,T*y) = dr-:(z,y), 
KEZD+ kEZ+ 
Bl dr > dr-1. 因为 了 为 一 致 刚性 的 , 同 理 得 到 dz-: > dr. 口 

下 面 我 们 说 明 几 乎 等 度 连续 系统 为 一 致 刚性 的 , 进而 具有 上 面 的 所 有 性 质 . 先 
给 出 一 个 直接 的 证 明 , 然后 在 给 出 几乎 等 度 连续 性 的 一 些 等 价 命题 的 同时 再 给 出 另 
一 个 证 明 . 

命题 3.2.12 ”如果 (X,T) 为 几乎 等 度 连续 系统 , 则 (X,T) 为 一 致 刚性 系统 . 
证 明 ay WX REE. 给 定 s > 0, 存在 5 >0, 使 得 d(T"zo,T"y) < 
5 对 每 个 ne Z+ 和 2 € B(zo,6) RWE. E (X,T) 传递 ,存在 传递 点 zl < B(zo, 6). 
Kk eZ, WE Tx, E€ B(x0, 8), 则 对 每 个 neZi, 有 


d(T™tkz], Tg) < d(T"(T*x,),T” x0) a d(T" zo, T” z1) <E. 
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AA zi 为 传递 点 , 有 d(T*z,z) <e 对 每 个 z eX 成 立 . 取 正 实数 序列 si 一 0, 通过 
上 面 的 讨论 , 能 找到 自然 数 序列 ki, 使 得 T% 一 致 收敛 于 X 上 的 恒 同 映射 . 
引 理 3.2.13 i (X,T) 为 传递 系统 且 re Transp. 设 c,d > 0, 以 下 各 命题 等 
价 : 
(1) ##R ye X 满足 d(x,y) < ô, W d(T*x,T*y) < €, Vk € Zi; 
(2) 如 果 n € Z4} 满足 dlz,Tnz) < ô, W| d(T*z,T’+*x) < €, Vk € Z4; 
(3) R n € Z, 满足 d(x, T” x) < 6, M d(y, T”y) < €, Yy E€ X. 

证 明 (1) > (2) 5 (3) > (2) 易 证 . 下 面 说 明 (2) => (3) 5 (2) > (1). 

(2) => (3) 由 (2), d(y,T"y) < € MAPA y = T?z 成 立 . 根据 连续 性 , 上 不 等 式 对 
所 有 y € wlx, T) = X WOL. 

(2) => (1) RGE k € Z4. 由 (2), 对 满足 d(z,y) < ô W y = Tx, A d(T*z,T*y) < 
e. 由 于 对 任意 满足 d(x,y) < 6 的 y 为 某 些 满足 d(x, T™x) < 5 Tr 的 极限 , 根 
据 连 续 性 就 有 d(T*z,T*y) < e. 加 

定理 3.2.14 1 (X,T) 为 传递 系统 且 cE Transp. 则 以 下 命题 等 价 : 

(1) (X,T) 为 几乎 等 度 连 续 的 ; 

(2) z 为 等 度 连续 点 ; 

(3) 对 任意 s > 0, 存在 5 > 0, 使 得 如 果 对 ice2, 有 dT'z,z) < 6, 那么 就 有 
d(Titiz, Tiz) < e,Vi € Z4; 

(4) 如 果 序 列 {ik} C Zy 满足 im Tie =r, MAE COX, X) 中 就 有 im Tie = 
id 成 立 ; 

(5) RE d 和 dr 在 Transp LH $i FH. 

A(X T) 为 几乎 等 度 连续 的 系统 . MT E(X, dr) 上 为 等 距 的 并 且 (TransT, dr) 
为 完备 的 . 此 时 系统 为 可 逆 的 且 (X,T-1) 也 为 几乎 等 度 连 续 的 , 并 且 Transp = 
Transy-1 及 dr = dr-ı. 

证 明 第 (1) 条 到 第 (4) 条 的 相互 等 价 由 引 理 3.2.13 得 到 . (1) > (5) 由 定义 
即 得 , 以 下 说 明 (5) > (3). 对 任意 s > 0, 由 于 d,dr 在 Transr 上 等 价 , FFE ô > 0, 
使 得 对 满足 d(x,y) < ô WY y € Trans, 4 dr(z,y) < e, Bl d(T*z,T*y) < €,Vk € Z4. 
特别 地 , W y = T's 满足 d(T", x) < 6, 于 是 就 有 d(T"2,T"** 2) < €, Vk € Z4. 

根据 第 (4) 条 , 几乎 等 度 连续 系统 为 一 致 刚性 的 . 我 们 将 证 明 (Transp, dr) 为 完 
备 的 ( 留 作 习题 ), 而 剩 下 的 结论 由 定理 3.2.11 即 得 . o 

注 记 3.2.15 ”一 般 而 言 , 一 致 刚性 不 是 几乎 等 度 连 续 系 统 特 有 的 性 质 . WK 序 
列 给 出 了 一 系列 一 致 刚性 的 例子 , 其 中 一 些 为 几乎 等 度 连续 的 , 一 些 为 初 值 敏感 的 . 
由 于 WK 序列 描述 起 来 需要 一 定 篇 幅 , 可 参见 Akin etc. (1996). 另外 需要 特别 指 
出 的 是 , 实际 上 还 存在 极 小 的 一 致 刚性 的 弱 混 合 系 统 (Glasner-Maon, 1989). 
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习 题 3.2 

1. 证 明 : 一 个 传递 系统 如 果 为 处 处 不 稳定 的 , 则 存在 一 个 s > 0, 使 得 所 有 点 都 是 < 不 
稳定 的 . 

2. 设 (X,T) 为 动力 系统 , ze X. 则 以 下 命题 等 价 : 

(1) z 为 等 度 连续 点 ; 

(2) (a, 2) 为 (X x X,T x T) 的 等 度 连续 点 ; 

(3) w((z,x2),T x T) = O((2,2),T x T); 

(4) O((2,2),T xT) CA. 

3. 设 (X,T) 为 几乎 等 度 连续 的 动力 系统 . 则 (X, dr) 为 完备 的 并 且 Transp 相对 于 dr 
是 闭 集 . 

4. 试 直接 证 明 : WR (X,T) 为 几乎 等 度 连续 的 P A, 则 (X,T) 为 有 限 周 期 轨 . 

5. 试用 命题 3.2.2(3) WH: WR (X,T) 为 几乎 等 度 连续 的 M 系统 , 则 (X,T) 为 极 小 

6. 动力 系统 (X,T) 为 传递 的 当 且 仅 当 对 Ve e X, 都 成 立 Q(z,T) = X. 

7. RX AMG T=R’/Z?,T: X > X,(2,y) (z +a,y +z), 其 中 人 ABR iE 
BA: (X,T) 是 极 小 弱 刚 性 的 . 

8. 证 明 引 理 3.2.9. 

9. 证 明定 理 3.2.11(1). 


83.3 Ellis 半 群 


本 小 节 我 们 介绍 拓扑 动力 系统 的 一 个 强 有 力 的 工具 ——Ellis 半 群 理论 .Ellis 
半 群 理论 首先 是 由 Ellis(1960, 1969) 建立 的 , 在 Ellis, Furstenberg, Veech, Auslander 
和 Glasner 等 人 的 参与 下 Ellis 半 群 已 经 发 展 成 为 非常 成 熟 的 一 套 理论 (关于 Ellis 
半 群 的 知识 可 参看 文献 (Auslander, 1988; Ellis, 1969; Glasner, 1976; Veech, 1977; 
Vries, 1993). 

以 下 先 给 出 Ellis 半 群 的 定义 , 虽然 只 给 出 作用 半 群 为 Z+ 的 情形 , 但 对 一 般 作 
用 群 ( 半 群 ), 讨论 是 完全 类 似 的 . 

设 (X,T) 为 动力 系统 . 考虑 XX = {f\f:X 一 XAABHN), 并 赋予 X* 乘积 
拓扑 . 所 有 形 如 U(x, za zi) = {f € XX :f(z1) € Ui,:, f(zk) € 
Ux} (FER U1, U2,---,Ur 为 和 的 非 空 开 子 集 ) 的 集合 诱导 了 X 的 乘积 拓扑 . 由 
Tychonoff 定理 , 在 乘积 拓扑 下 XX 为 紧 致 Hausdorff 空间 . 对 f,g € X*, 由 fg(z) = 
f(g(7x)) 可 以 定义 复合 映射 fg: X 一 XX. 在 复合 运算 下 X* ALHRAWE: 对 固 
定 的 fo € X*, 映射 f 一 ffo 为 连续 映射 ; 如 果 fo: X 一 X 为 连续 映射 , 则 映射 
f 一 fof 为 连续 映射 . 特别 地 , 对 于 T 而 言 , 映射 f 一 Tf 是 XX* 上 的 连续 自 映射 ， 
为 方便 计 , 直接 记 此 映射 为 了 :XX 一 XX. 这 样 就 可 以 将 (X*,T) 视 为 一 个 动力 
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AR. 要 注意 的 是 , 即便 X 是 紧 度 量 空间 , 一 般 情 况 下 X* 也 不 为 度量 空间 . 因此 ， 
X* 的 拓扑 用 网 的 概念 (Kelley, 1955) 表示 更 为 方便 . 

给 定 动力 系统 (X,T), 设 G = {T :ne2+} 我 们 自然 地 可 以 将 G 视 为 XX 
的 子 集 . 令 E(X,T) 为 G 在 Xx 中 的 闭 包 , 称 E(X,T) 为 (X,T) 的 包 络 半 群 (有 时 
也 称 为 Ellis 半 群 ), 一 般 也 记 为 E(X). 易 有 

命题 3.3.1 E(X,T) A XX 的 紧 致 Hausdorff 子 半 群 且 (E(X,T),T) 为 动力 
系统 (XX T) 的 子 系统 . 

证 明 ”由 于 G= {7"*:neZ+} 在 工作 用 下 为 不 变 的 , 所 以 其 闭 包 E(X,T) 也 
是 了 作用 下 不 变 的 . 于 是 (E(X,T),T) 为 动力 系统 (X*,T) 的 子 系统 . 

设 p,q € E(X,T), 则 存在 网 T% C G, 使 得 T% >q. 于 是 pT% 一 pq. 
因为 pT™ e E(X,T) (RMT! CG HRT > p KHA T 连续 所 以 
lim TY To 一 pT% € E(X,T)) UR E(X,T) AMR, 所 以 pg € E(X,T). Mit 
E(X,T)? = E(X, T)E(X,T) C E(X,T). FÆ E(X,T) 为 XX 的 紧 Hausdorff PR$. 

口 
动力 系统 (E(X,T),T) 是 一 个 点 传递 的 系统 , EV id 为 传递 点 ; 


orb(id, T) = {T":n€ Zi} = E(X,T). 


一 般 而 言 E(X, T) 不 为 传递 的 . 

命题 3.3.2” 设 (X,T) 为 动力 系统 , 了 为 非 空 集合 . 如 果 (XIT) 为 乘积 空间 ， 
那么 (E(X),T) 与 (E(XD,TT) 是 同 构 的 . 

证 明 留 作 习题 . 

包 络 半 群 的 一 个 优越 性 在 于 用 等 式 代替 了 极限 表达 . 

命题 3.3.3” 设 (X,T) 为 动力 系统 及 LEX, M E(X,T)z = orb(z,T). 

证 明 it y € orb(x,T), 则 存在 {ni} C Z4, 使 得 7T"iz 一 y. 不 妨 设 网 T™ 一 
E E E(X,T). 于 是 由 逐 点 收敛 定义 T™r 一 Ex. 因为 空间 为 Tz 的 , 所 以 y = Ex € 
E(X,T)x. 于 是 得 到 orb(z,T) C E(X,T)z. 反之 类 似 可 证 . 口 

命题 3.3.4 i (X,T), (Y,S) 为 动力 系统 , T : (X,T) -(Y,S) 为 因子 映射 , 则 
存在 唯一 的 一 个 半 群 同 态 $ : E(X,T) > EY, S), 使 得 对 任意 了 ZE X,p € E(X,T), 
有 (pz7) = $(p)n(z). 

WHA we}: {T° : n € Z4} > {S" : n € Z4}, Mr 57, 其 中 {Ts ne 
Zi} {S° : n € Z4} 分 别 取 从 XX 和 YY 诱导 的 拓扑 . 于 是 4 为 一 致 连续 的 , 从 而 
可 以 连续 扩张 到 从 E(X,T) 到 EY, S) 的 连续 映射 . 仍 记 这 个 映射 为 办 以 下 说 明 它 
即 为 所 求 . 

由 于 7 满足 r(T"z) = S"(r(z)) = O(T")n (2), Yn € Z4, 有 7(p7) = 4D)r(z)， 
Va € X,p € E(X,T). 另外 由 (pgz) = bp)r(az) = 9D)09)rz) 及 T(pqz) = 
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gpa)r(z) Hl O(p)(q)a(x) = gpa)r(z). HA r HRA, 所 以 plpa) = O(p)0(q@). 最 
后 由 {7" :ne Z4} 在 E(X,T) PRA 9 唯一 . 口 

一 般 在 不 至 于 混淆 的 情况 下 , 我 们 在 讨论 时 会 省 略 o, 而 直接 将 E(X, 了 T) 的 元 
素 作用 在 (Y,S) 上. 

在 继续 讨论 之 前 , 我 们 先 将 上 面包 络 半 群 的 性 质 提炼 出 来 , 在 更 为 一 般 的 前 提 
下 介绍 一 些 概念 与 结论 . 设 五 为 一 个 半 群 , ve E RARE u =u. 用 IdE) 
记 也 的 全 体 帘 等 元 组 成 的 集合 . E WISTE LRA E 的 左 理想 ( 右 理想 ), 如 果 
EL CL (RE C R). 如 果 一 个 子 集 既 为 左 理想 又 为 右 理 想 , 则 称 为 理想 . MF E W 
左 理 想 L, 如 果 不 存 在 E 的 非 空 左 理 想 J 满足 J G L, 就 称 工 为 五 的 极 小 左 理想 . 
同样 定义 极 小 右 理想 与 极 小 理想 . 

定义 3.3.5 ”一 个 集合 E 如 果 满 足以 下 条 件 , 则 称 之 为 Ellis HH: 

(1) E AF FF; 

(2) E A KK Hausdorff 空间; 

(3) 对 任意 pe E, RH Rp: E — E, q — qap 为 连续 的 . 

设 (X,T) 为 动力 系统 , AREA BALK E(X,T) 为 Ellis 4H. 另 一 个 常见 
的 Ellis 半 群 的 例子 为 粘 附 半 群 HX, T), 它 定义 为 {T°} E XX 中 的 极限 点 全 体 ， 
亦 即 H(X,T) = N_i {7T? : n > my}. . 

命题 3.3.6 i (X,T) 为 动力 系统 , M H(X,T) A Ellis 半 群 并 且 (H(X,T),T) 
为 动力 系统 . 又 如 ZEX, 则 TH(X,T)z = w(z,T). 

下 面 为 著名 的 Ellis-Namakura 定理 . 

定理 3.3.7 (Ellis-Namakura 定理 ) 如 果 E 为 Elis HH, MAE PLARFS 
AL. 

证 明 SA={NCE:N4O,N=N,N-NCN}. 容易 看 出 ,.4 非 空 且 满 
E Zorn 引 理 的 条 件 . 于 是 根据 Zorn 引 理 , 在 包含 关系 这 个 半 序 下 有 极 小 元 M e A. 

wweM. 因为 M 2 Mw = Ru(M) eA 及 M 为 极 小 的 , 所 以 有 Mw = M. 
FÆ Q = Rj (w) M = {qe M : qw =w} 4#. LA Ro 连续 , Ro (w) HAR. 
所 以 就 有 Qe A. 但 是 8 Cc M, AM 的 极 小 性 就 有 Q =M. 于 是 we M =@, 这 
样 就 得 到 w? = w. RL, IdE) 不 为 空 集 . 口 

Ellis-Namakura 定理 说 明 对 Ellis 半 群 E, 其 寡 等 元 集合 IdE) 非 空 . 我 们 可 以 
在 Id(E) 中 引入 半 序 (EIH, 传递 的 关系 )<R. WR wwv =v, 则 定义 v <R 人 如果 
v<ruHu<roy, BAF u 和?v 为 等 价 的 , WA u~e v. 同样 , 可 以 定义 半 序 < 
为 v <r u SERA vu = v, 然后 类 似 定义 等 价 关 系 ~e. RFI u E Id(E) RAR 
小 的 是 指 在 半 序 <p FAR, 即 如 有 v E Id(E), 使 得 v <r u, BAMA u <p v. 
同样 定义 极 大 窒 等 元 . 
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引 理 3.3.8 (1) & LA Ellis #8 EO ŁR uc IdE) 那么 存在 Lu 中 
RFA v, HH vu<puhv <_ u; 

(2) -R FAAR DH SARACASARRDEBBPH. 

证 明 (1) 首先 注意 到 Lu 仍 为 左 理想 , 进而 为 半 群 . 由 Ellis-Namakura 定理 ， 
存在 we Lu ARS. Fv = ww, WA v e uluC Lu Rv? = uwuw = ww = 
uw=v. 另外 , 此 时 容易 看 出 , 我 们 已 有 wu =v 及 uv=wv, 即 v<rRu 且 wv<L%. 

(2) iu 为 极 小 寡 等 元 而 L 为 极 小 左 理想 . 由 (1), 在 Lu AEREI v, 使 
得 v <R vv. 由 于 为 极 小 的 , 由 定义 及 <Rv. FE us vu ce Lu. 因为 Lu 就 是 极 
小 左 理想 (见习 题 ), 所 以 我 们 已 得 结论 . 

RZ, RL 为 极 小 左 理想 且 uc Id(L), 下 证 utki $ ve 五 为 任 一 满足 
v <r u HRE. 由 (vu)(vu) = wu = vu, vu WEL OS. AA L th), 
有 L(vu) = L. 于 是 存在 p € L, 使 得 pvu = u. 因此 有 vu = (uv)u = u(vu) = 
p(vu)(vu) = pvu = u, Blu <p v. 根据 极 小 的 定义 , u 为 极 小 的 . 口 

推论 3.3.9 HLA Ellis 半 群 瓦 的 左 理想 且 € Td(L). 那么 存在 工 中 极 小 
Re Hv, 使 得 v<RU 且 wv <u. 

证 明 i H A E PEAREN, 由 引 理 3.3.8(1), 存在 Hu PRR Soc 
v, 使 得 v <R 且 wv <Lrw. AF AB), 所 以 Hu Be). 进而 由 引 理 3.3.8(2), v H 
小 ,而且 ve Hu C ELCL. 口 

TIE 3.3.10 i E A Ellis 半 群 且 ce 了 Id(E). 那么 存在 极 小 与 极 大 宕 等 元 u 
和 v, 使 得 U<RC<RU. 

证 明 ”由 推理 3.3.9, 存在 极 小 宕 等 元 u, 使 得 ww <r e 我 们 只 需 说 明 右 边 的 关 
R. 设 {ci} X IdE) 中 满足 c <R ci 的 全 序 子 集 . 视 {ci} AM, 且 不 妨 设 c 一 re 一. 
则 对 固定 的 i 如 ci <Rc, 即 有 cici =a, HM rao =a. RH={qe E: MHA ci 
有 ci = ci}. HE, 我 们 知 A 为 非 空 闭 子 半 群 , 于 是 , 由 EllisNamakura 定理 , H 包 
ETRAFI s. 易 见 有 关系 式 c <R ci <R s. 从 而 根据 Zorn 引 理 , FERREE 
v, 使 得 c<R Vv. 口 

下 面 回 到 包 络 半 群 来 . 我 们 对 EX, T) 的 左 理想 有 很 好 的 刻画 : 

命题 3.3.11 R (X,T) 为 动力 系统 则 E(X,T) 的 非 空子 集 IW E(X,T) 的 
左 闭 理想 当 且 仅 当 它 为 (EIX, T), T) 的 子 系 统 ; DIA EXT) 的 极 小 左 理想 当 且 
仅 当 它 为 (E(X,T),T) 的 极 小 子 系 统 . 特别 地 , E(X,T) 的 极 小 左 理想 为 闭 集 . 

WHA 记 £=E(X,T). 设 I 为 (£,T) 的 子 系统 , WI AAH TICCI 那么 


EI={T*:nEZjIC{T* :neZ,yICI=l. 


所 以 了 为 左 理想 . WI H (ET) 的 极 小 集 , 则 它 为 左 理想 . 设 K S 7 为 非 空 理想 . ix 
pE K,qel,Wqel=orb(p,T)={T":neZ hp. WR] {T°} C {7T"? : n E€ Z4}, 


a a 


使 得 Tp 一 q. 不 妨 设 T” ECE, Mqa=&ecEK CK. 所 以 ICK. 进而 就 有 
I= K. 所 以 了 为 极 小 左 理想 . 

如 了 为 E(X,T) 的 左 闭 理 想 , 则 易 见 它 为 (5(X,7T),T) 的 子 系统 . 下 设 7 为 极 
小 左 理想 . MER pe I, H Ep CET CI R E(Ep) C Ep, A Ep = I. RIE E 的 定义 
(Rp 连续 ), I AM. 从 而 I = Ep = {T7 :me2Z+jp. 综 上 就 得 到 了 为 (E,T) HR 
小 子 系统 . z 

推论 3.3.12 2 F AEX, T) 的 闭 左 理想 (等 价 地 , FA (EIX, T), T) 的 非 空 
闭 不 变 子 集 ), UP 必 和 包含 极 小 左 理想 . 

命题 3.3.13” 设 (X,T) 为 动力 系统 , m IA EX, T) 的 任 一 取 定 的 极 小 左 理 
Z, 则 

(1) 对 任意 ZE X, Iz 为 极 小 集 ; 

(2) 对 creX,c AMD A4ARBRA ue Id(1), KF ux =z. 

证 明 (1) i 7: (E(X,T),T) > (X,T), p > pz, ME AA, 而 Ix 为 工 的 同 
态 像 自 然 也 为 极 小 集 . 

(2) 设 z 为 极 小 点 , M Ir 为 包含 x 的 极 小 集 . Heels, F={pel: 
pz =a} 40. 又 易 见 下 为 闭 半 群 . 由 EllisNamakura EM, 在 F RRG u, WA 
UL = T. 

MZ, 如 存在 ve Id(1), 使 得 wz = x, 则 x ele. 而 Iz 是 极 小 集 , 所 以 z 极 小 . 

口 

设 (X,T) 为 动力 系统 , d 为 X 的 度量 . 点 对 (z,y) E X x X 称 为 proximal 的 
是 指 ,im inf d(T"?zx,T"y) = 0. 将 全 体 proximal 对 的 集合 记 为 P(X,T). 

命题 3.3.14 设 (X,T) 为 动力 系统 , zx,y EX, 则 以 下 等 价 : 

(1) x, y 为 proximal 的 ; 

(2) ŁZA pE E(X,T), 使 得 pz = py; 

(3) 存在 E(X,T) 的 某 个 极 小 左 理想 I, 使 得 对 任意 PE pz = py RÈ. 

证 明 (1) > (2) HEX, 存在 {ni} CZ, K z € X, 使 得 7T"iz 一 z 且 
Tmiy 一 z. 不 妨 设 网 {T} 收敛 , HT 一 pe E(X,T). 于 是 就 有 pz = z = py. 

(2) => (1) REE p © E(X,T), 使 得 z = pr = py. WM {T"”}aep, 使 得 
T” 一 p， 由 包 络 半 群 的 定义 , 存在 序列 {ni} C {no}, 使 得 Tiz 一 pz =z H 
T™y 一 py = z. 于 是 z 5 y 为 proximal 的 . 

(2) > (3) $ F = {p € E(X,T) : pr = py}. 由 (2), FAD. 又 易 见 下 为 闭 的 左 
理想 , 由 推论 3.3.12 知 下 包含 极 小 左 理想 I 工 即 为 所 求 . 

(3) => (2) 显然 口 

命题 3.3.15 ik (X,T) 为 动力 系统 , 则 


§3.3 Ellis 半 群 . 75 . 


(1) 如 果 ZEX 且 erad(E(X)), W zuz 为 proximal 的 ; 

(2) (Auslander-Ellis) 如 果 x € X, 则 在 其 轨道 闭 包 中 存在 极 小 点 Z 使 得 r,r 
为 proximal 的 ; 

(3) 如 果 (X,T) 为 极 小 的 , 则 x,y X proximal 的 当 且 仅 当 存在 极 小 左 理想 了 及 
u € Id(I), 使 得 y = uz. 

证 明 (1) 显然 

(2) HI A E(X,T) 的 极 小 左 理想 . 取 ve Id(1), W xz = va € Ir 即 为 所 求 . 

(3) 设 x,y 为 proximal 的 , 那么 根据 命题 3.3.14, 存在 一 个 极 小 左 理 想 I 使 得 
WES pel A px = py. WR X 为 极 小 的 , 则 由 Iy 为 极 小 的 就 有 Ty =X. 从 而 
y € Iy. FÆ F = {p€ I : py = y} 为 非 空 半 群 . 所 以 存在 ve Id(I), 使 得 vy = y. 
于 是 有 Y= vy = ve. 口 

命题 3.3.16 &(X,T) 为 动力 系统 , 则 

(1) 对 任何 rE X, CHAMAS ALAARA ,使 得 二 uz; 

(2 die 2 为 回复 点 , 则 在 其 轨道 闭 包 中 存在 与 proximal 的 极 小 点 y, 且 还 满足 


证明 (1) 如 x 为 回复 点 则 存在 pe E, 使 得 px =x. FÆ F = {p € E pr = 
z} 为 非 空 闭 子 半 群 . FRR PER GI u 满足 z = ur 反之 显然 . 
(2) 由 于 z 为 回复 点 , FERET u, 使 得 uz = z. 取 极 小 寡 等 元 ww 使 得 v <p u. 
& y =vr, 则 
u(z,y) = (uz, wwr) = (x, vz) = (x,y), 


v(x, y) = (vz, vy) = (y, y). 口 


最 后 , 我 们 证 明 著名 的 Hindman 定理 来 结束 本 小 节 . 

一 个 集合 5 称 为 中 心 集 是 指 存在 系统 (X,T), 点 z,y E€ X, 使 得 x proximal 于 
极 小 点 y, BAE y RR U, 使 得 N(x,U) CS. 

定理 3.3.17 任何 中 心 集 包 含 了 一 个 IP 集 . 

证 明 ” 设 (X,T) 为 动力 系统 , ze X,y EX 极 小 并 且 x,y 为 proximal 的 . 又 
设 U H y 的 邻 域 , 使 得 9 N(x, U). 下 面 我 们 归纳 地 定义 y 的 邻 域 列 {Un} 以 
及 pi € Ly, EE FS({pi}21) CS. 首先 看 一 个 断言 : 

断言 对 y 的 任意 邻 域 V, 存在 ne Zy, E43 Tr, Ty EV. 

断言 证 明 由 命题 3.3.15, FE EX, T) 的 极 小 寡 等 元 岂 使 得 wz = uy = y. 设 
网 {T"*}aeD, 使 得 7T" 一 wu. 由 定义 , 存在 ao E D, a > ao, Tex, Ty E V. 特别 
地 , FE n € Z4, 使 得 T"z,T"y EV. 

AU, =U, 由 断言 存在 pi, 使 得 T?1x,T?iy €U & U =U, NTU, HM 
U: 为 y 的 邻 域 , 根据 断言 存在 pz, 使 得 Trex, Ty E€ U2, & Us = U N TU. H 
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纳 地 , 得 到 y 的 邻 域 列 {Un} UAR pi € Z+, 使 得 Uki C Ue, T” Uki C Uk H 
Trrz,TPry € Up. 下 面 验证 FS(fpijse) CS. 
A iy Sig <: <in W 


TPi 十 Pi2 十 … 十 Pin y E€ TPil 二 Piz 十 … 十 Pin_1 Ui, 


C TPil 十 Pi2 十 … 十 Pin 一 2 Ue, C TESA C TPA us € U; Cc U. 


于 是 pi, + pig 十 … 十 pi € S, 进而 FS({pi}?1) CS. 所 以 9 包含 了 一 个 正 集 . O 
现在 我 们 可 以 证 明 Hindman 定理 : 

定理 3.3.18 (Hindman 定理 ) 对 Z| 的 任意 有 限 剖 分 , 其 中 必 有 其 一 包含 某 
个 IP #. 

证 明 i Z} = BiU B2U.……U Bn, 由 定理 3.3.17, 仅 需 证 明 存 在 B;, 使 得 它 
为 中 心 集 . 考虑 n 符号 系统 O = {1,2,---,n}*, Rh w oO EX owl) =w +1). > 
€ 满足 对 n > 0, 有 Eln) =i SAMY ne Bi 取 极 小 点 7€ OQ 5 E proximal. 设 
n(0) = j, WU = {w E 0: w(0) = j} An BM. FÆ S = {n : 0° e U} 为 中 心 
R. 由 于 og eU 4AM orgo) = j 4AM Eln) =j SAMY ne Bj, 所 以 
S C Bj. 于 是 B; 为 中 心 集 . 口 


习 题 3.3 


1. 证 明 命题 3.3.2. 

2. 证 明 命题 3.3.6. 

3. KI A Ellis 半 群 E 的 极 小 左 理想 , 则 对 任意 pe E, IP 仍 为 极 小 左 理想 . 

4. 此 习题 体现 了 极 小 左 理想 的 结构 . WI A Ellis 半 群 B 的 极 小 左 理想 , 则 

(1) SHES p el, A Ip=I; 

(2) SHEE u € Id(I),p € I, Ẹ pu = p; 

(3) 如 果 u € Id(I),p € 了 满足 up = u, W} p € Id(I); 

(4) ue Id(I), 则 wl 为 以 为 单位 元 的 群 ; 

(5) 对 任意 pe 并 存在 唯一 ve Id(7), 使 得 up = p; 

(6) 设 u,v € Id(I) H p € ul, WHE r e I, (8B rp =v 5 pr =u RY; 

(7) I = vera Yi; 

(8) 如 果 u,v € Id(I) H u £v, Mulnv = Ø. 

5. 对 半 群 消去 律 一 般 不 成 立 , 但 有 : 设 1 为 Ellis 半 群 的 极 小 左 理想 . WR pE EM 
q,r ET 满足 qp = rp, W) q =r. 提示 : Ws=pqe EI CI, Wl qs = qp = rpq = rs. W 
v € Id(7), 使 得 vs = s. Ra X s ER vI Pw, B sa =v. FË q = qv= qsa = rsa = rv =r. 

6. Hh, h X Elis 半 群 已 的 极 小 左 理想 ， 如果 wi € Id(h), 那么 存在 唯一 的 u € 
Td(12), 使 得 ui ~a uz. 提示 : 由 于 Eku Chu K ku C ELC h, Rhu 为 五 的 子 
理想 . 但 由 五 的 极 小 性 , 有 hu = hh. 所 以 存在 wa € Jo, 使 得 uzu = wi. 运用 习题 5 证 明 
唯一 性 以 及 u2 € Id(12). 再 验证 wa ~R uz. 


83.4 distality 的 概念 .77. 


7. 设 (X,T) 为 动力 系统 , 则 proximal 关系 为 等 价 关系 当 且 仅 当 包 络 半 群 E(X,T) 中 
包含 了 唯一 一 个 极 小 左 理想 . 

8. 设 (X,T) 为 动力 系统 , WR proximal 关系 P(X,T) 为 闭 的 , 那么 它 为 等 价 关系 . 

9. 动力 系统 (X,T) 为 弱 刚 性 的 当 且 仅 当 id E€ H(X,T). 

10. 设 +:(X,T) > (Y, S) 为 因子 映射 . 证 明 对 任意 的 ye Rec(S), FE x Er- (y), 使 
得 x € Rec(T). 


83.4 distality 的 概念 


对 于 一 个 系统 , 其 中 任何 两 个 点 随 着 时 间 的 转移 要 么 会 在 许多 时 候 变 得 越 来 越 
接近 , 要 么 将 永远 保持 着 一 定 的 距离 ， 当 它们 属于 前 一 种 情况 时 , 又 会 有 两 种 状态 . 
一 种 是 它们 是 渐 近 的 , 而 另 一 种 是 它们 在 许多 时 候 会 越 来 越 近 但 同时 又 总 是 能 在 任 
意 长 时 间 后 保持 一 定 距 离 . 下 面 我 们 在 数学 上 给 出 上 述 运动 行为 的 准确 描述 . 

定义 3.4.1 设 (X,T) 为 动力 系统 , d 为 X 上 的 度量 . 点 对 (ZT,y) CX x X AR 
Aproximal 的 是 指 lim inf d(T” <, Ty) = 0; 又 如 点 对 满足 tim d(T"z,T"y) = 
0, MARA BML (asymptotic) 的 . 如 果 x +y, PA (x,y) 称 为 真 的 . 将 全 体 proximal 
对 和 渐 近 对 的 集合 分 别 记 为 P(X,T) 和 Asym(X, T). 

点 对 (z,y) € X? 如 果 不 是 proximal 4, 那么 就 称 为 distal 的 . 点 对 称 为 Li- 
Yorke 对 是 指 它 为 proximal 但 不 是 渐 近 的 ; 而 称 为 强 Li-Yorke 对 是 指 它 为 proxi- 
mal 的 并 且 为 X? 中 的 回复 点 . HAA distal 对 、Li-Yorke 对 以 及 强 Li-Yorke 对 全 
体 记 为 D(X,T), LY(X,T) 及 sLY(X,T). 

一 个 系统 如 果 没 有 真 的 proximal 对 (Li-Yorke 对 、 强 Li-Yorke 对 ), 就 称 为 distal 
的 (几乎 distal 的 、 半 distal 的 ). 

这 样 我 们 在 本 节 开 头 提 到 的 事实 就 可 表示 为 

X x X = P(X,T)UD(X,T) & P(X,T) = Asym(X,T) U LY(X,T). 


易 见 一 个 强 Li-Yorke 对 必 为 Li-Yorke Xf. 由 定义 , — distal 系统 必 为 几乎 distal 
的 , 而 一 个 几乎 distal 的 系统 必 为 半 distal 的 . 

例 3.4.2 (1) Auslander-Floyd 系统 为 半 distal 的 , 但 它 有 Li-Yorke 对 (Aus- 
lander, 1988). 

(2) Morse 极 小 系统 为 几乎 distal 但 不 是 distal 的 . 

(3) Sturmian 系统 (见习 题 1.3) 也 是 几乎 distal 但 不 是 distal 的 . 

这 一 节 主 要 刻画 distal, JLE distal MÆ distal 系统 , 并 且 类 比 它 们 的 异同 . X 
于 distal 系统 的 进一步 性 质 , 我 们 将 在 下 一 节 讨论 . 


设 Au = (aw) EXxX:d(,y) < n, 有 以 下 事实 ， 
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引 理 3.4.3 设 Ann = NE (T xT) “An, N 

(1) Asym(X,T) = [a (Uz: Ak,n); 

(2) P(X, T) = MUR (T x T)" An). 

注 记 3.44 注意 到 每 个 An HAR, P(X,T) 为 Gs 集 . 

设 E(X,T) 为 系统 (X,T) 的 包 络 半 群 , 记 J = Id(E(X,T)) 为 E(X,T) 的 全 体 
BIC, 而 Jo 为 全 体 极 小 和 等 元 的 集合 . 对 ACX? 和 zeX, 令 A(z) = {yeX: 
(x,y) E€ A}. 有 

命题 3.4.5 (XT) 为 动力 系统 , 对 任意 ZE 和 ,有 


Jot C Jx C P(x). 


如 果 (XT) 为 半 单 的 (X 中 的 点 都 是 极 小 点 ), 则 P(x) = Jz = Joz. 

证 明 ”由 命题 3.3.15 易 得 . 口 

点 r 称 为 distal 点 是 指 P(x) = {z}. 如 果 系统 (X,T) 每 个 点 都 是 distal 点 , 那 
么 系统 为 distal 的 . 系统 (X,T) 称 为 点 distal 的 是 指 系 统 中 存在 distal 点 . distal 
和 点 distal 系统 有 很 好 的 结构 , 我 们 将 会 在 后 面 论述 . 

WH 3.4.6 i (X,T) 为 动力 系统 , x EX. 对 以 下 条 件 (1) = (2) = (3): 

(1) x 为 distal 点 ; 

(2) Jz = {zx}; 

(3) Joz = {z}. 
特别 地 , distal 点 为 极 小 的 . 如 果 (X,T) 为 半 单 的 , 则 以 上 三 条 命题 等 价 . 

由 命题 3.4.5 易 证 . 

定理 3.4.7 设 (X,T) 为 动力 系统 , LEX. 则 以 下 命题 等 价 : 

(1) z 为 distal 的 ; 

(2) £ 为 IP* 回复 的 ; 

(3) H#HER FA u, A ur = 2; 

(4) 对 任意 系统 (也 3) 以 及 其 中 任意 回复 点 Y EY, (zy) X (X xY,T XS) 的 
回复 点 . 

证 明 ”由 命题 3.4.6, (1) 与 (3) 等 价 . 下 证 (3) = (4). 设 (Y,5) 为 动力 系统 , 而 
y EY 为 回复 点 . 据 命 题 3.3.16, FERFI u, 使 得 uy =y. HAF (3), uz =r. 于 
是 得 到 u(x, y) = (ua, uy) = (x,y), 从 而 (x,y) 为 乘积 空间 的 回复 点 . 

(4) = (2) 对 任意 IP 集 F, 存在 系统 (Y,S), BES y EY 以 及 它 的 邻 域 V, 使 
得 N(y,V) C F. 对 zx 的 任意 邻 域 U, 因为 (z,y) X (X x Y,T x S) 的 回复 点 ,所 以 


N(z,U) A N(y, V) =N((z,y),U x V) 4 Ø. 
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尤其 N(2,U)NF £ Ø, 所 以 N(z,U) 为 IP* 集 . 亦 即 xz 是 IP* 回复 的 . 

(2) > (1) WR r PÆ distal 的 , 那么 在 z 的 轨道 闭 包 中 存在 极 小 点 y A x, 使 得 
x,y 为 proximal 的 . RBM U, V 分 离 点 x Aly. 因为 N(z,V) 为 中 心 集 , 根据 定理 
3.3.17, ERT IP R. 又 由 条 件 (2), N(x, U) X IP* R, BLA N(z,U)NN(2,V) # 
o. X5 UNV =ø FA. 所 以 z 为 distal HW. 口 

定理 3.4.8 i (X,T) 为 动力 系统 , 以 下 三 条 性 质 彼 此 等 价 : 

(1) (X,T) 为 distal 系统 ; 

(2) 乘积 空间 (X xX, T xT) 每 一 个 点 为 极 小 点 ; 

(3) (E(X,T),T) 为 极 小 系统 . 

证 明 (1) > (3) 设 (X,T) X distal BH, I C E(X,T) 为 极 小 左 理 想 . Ruel 
ARE. 则 对 任意 x € X, (x, ux) 为 proximal 对 . A (X,T) 为 distal 系统 , x = uz. 
从 而 4 = id. 进而 E(X,T) = €(X,T)u = I. BU, (E(X,T),T) = (1,7) 为 极 小 系统 . 

(3) > (2) 假设 (E(X;T),T) 为 极 小 系统 ， 对 任意 (z,y) EXXX. Kr: 
E(X,T) 一 orb((z,y),T x T) 满足 r(p) = (pz, py), Vp € E(X,T), 则 7 为 因子 映射 
因此 (orb((z,y),T x T), T x T) 为 极 小 系统 , BI (x,y) 为 极 小 点 . 

(2) = (1) 假设 乘积 空间 (X x X,T x T) 每 一 个 点 为 极 小 点 . ER x A y, 则 
(orb((z,y),T x T), xT) 为 极 小 系统 . 因 orb((z,y),T x T)NAx + orb((a, y), T x T) 
H orb((z,y),T x T)NAx WX xX 闭 的 不 变 子 集 , 所 以 orb((zx,y),T x T)NAx = 2. 
从 而 (z,y) 为 distal 对 . 口 

下 面 刻 画 几乎 distal 与 半 distal 系统 , 可 以 看 出 这 三 类 系统 的 相似 之 处 . 

定理 3.4.9 设 (X,T) 为 动力 系统 , 以 下 三 条 性 质 彼此 等 价 : 

(1) (X,T) ALF distal 系统 ; 

(2) 乘积 空间 (X x X,T xT) 中 每 个 点 的 w 极限 集 为 极 小 的 ; 

(3) (H(X,T),T) 为 极 小 的 . 

证 明 (1) = (3) 设 (X,T) 为 几乎 distal 的 . h F (H(X,T), T) 为 动力 系统 ， 
所 以 其 中 存在 极 小 集 IC H(X,T). 设 v er 为 宕 等 元 . 则 对 任意 r € X，(z,uz) 
为 proximal 的 . AA (X,T) 为 几乎 distal 的 , 所 以 它们 为 渐 近 的 , 即 pz = puz, Yp € 
H(X,T). 这 样 得 到 pz = puz 对 任意 zeX MM. 于 是 ,p= pu € A(X,T)ICI. 从 
而 H(X,T) = 1, BI (A(X,T),T) 为 极 小 的 . 

(3) => (2) 假设 (H(X,T),T) 为 极 小 系统 ， 对 任意 (cy) E XxX. Kr: 
H(X,T) 一 w((z,y),T x T) 满足 rp) = (pz, py), Vp € H(X,T), 则 为 因子 映射 
(命题 3.3.6). 因此 (w((zx,9),T x T)) 为 极 小 系统 , 即 (x,y) 为 极 小 点 . 

(2) > (1) 设 (2,y) 为 proximal AY, MW w((z,y),T x T)N Ax 4 Ø. AF 
w((z,y),T x T) RA, w((z,y),T x T) C Ax. 即 (z,y) 为 渐 近 的 , 由 定义 它 不 为 
Li-Yorke Xt. 从 而 (X, T) 为 几乎 distal 的 . 口 
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定理 3.4.10 设 (X,T) 为 动力 系统 , 以 下 三 条 性 质 人 彼此 等 价 : 

(1) (X,T) 为 半 distal 系统 ; l 

(2) 乘积 空间 (X xX, T xT) 中 每 个 回复 点 为 极 小 的 ; 

(3) H(X,T) 中 每 个 需 等 元 为 极 小 的 . 

证 明 (1) = (3) & (X,T) 为 半 distal 的 . $ ve 五 (X,7T) ARFI. 由 引 理 
3.3.8, 存在 极 小 寡 等 元 ve H(X,T), 使 得 vu = w =v. 于 是 对 任意 ze X, 有 


u(ux, vx) = (Wz, ur) = (uz, vz), 


v(ux, vz) = (vuz, vx) = (vz, vz). 
BD (ux, vx) 为 强 Li-Yorke Xf. 由 于 (X,T) XÆ distal 的 ， 所 以 ux = vz. 由 于 z 任 
意 , 4 = v. 尤其 有 %v 为 极 小 的 . 

(3) => (2) 假设 (H(X,T),T) 每 个 备 等 元 为 极 小 的 . 对 任意 (x,y) © X xX, OM 
果 它 为 回复 点 , WARE u c H(X,T), 使 得 u(z,y) = (x,y). 由 假设 , u 为 极 小 
的 , 进而 (z,y) 也 为 极 小 的 . 

(2) > (1) 设 X? 中 每 个 回复 点 极 小 . 如 (z,y) € X? 为 强 Li-Yorke 对 , 因为 它 为 
proximal WY, 所 以 有 w((x,y),T x T)NAx #8. 又 由 于 (zx,y) 回复 , w((x,y),T xT) 
极 小 , 所 以 w((z,y),T xT)CAx. FE =y, 由 定义 , (X,T) 为 半 distal 的 . 口 

推论 3.4.11 B (X,T) 为 动力 系统 , 则 

(1) 如 果 (X,T) A distal 的 , 那么 (X,T) 每 个 点 为 极 小 的 ; 

(2) 如 果 (X,T) 为 几乎 distal 的 , BA (X,T) 中 每 个 点 的 w 极限 集 为 极 小 的 ; 

(3) 如 果 (X,T) 为 半 distal 的 , 那么 (X,T) 中 每 个 回复 点 为 极 小 的 . 

推论 3.4.12 ”任何 传递 半 distal 系统 (进而 传递 几乎 distal 系统 ) 为 极 小 的 . 


习 题 3.4 


1. 证 明 sLY(X,T) C LY(X,T). 

2. 设 P AEM distal, JL distal MÆ distal 之 一 , 则 

(1) 系统 (X,T) 具有 性 质 P, 则 其 任意 因子 以 及 子 系统 也 具有 性 质 P; 
(2) 系统 (X,T) 具有 性 质 P, 则 其 任意 阶乘 积 系统 以 及 道 极限 系统 也 具有 性 质 P. 
3. R(X,T) 为 动力 系统 . 则 以 下 等 价 : 

(1) (X,T) 为 distal 的 ; 

(2) 对 所 有 基数 n > 1, (X",T™) X distal 的 ; 

(3) 存在 基数 n > 1, 使 得 (X",T™) 为 distal 的 ; 

(4) 对 所 有 基数 n > 1, (X7, T™) 为 半 单 的 ; 

(5) 存在 基数 n > 2, 使 得 (X",T™) 为 半 单 的 ; 

(6) 包 络 半 群 5(X,T) 为 群 . 

4. 任何 distal 系统 为 弱 刚 性 的 . 


83.5 distality 与 等 度 连续 性 . 81 . 


83.5 distality 与 等 度 连 续 性 


上 一 节 讨论 了 distal 的 概念 与 一 些 刻 画 , 这 一 节 将 更 为 深入 地 研究 distal 系统 
与 等 度 连 续 系统 . distal 这 个 名 称 是 由 Gottschalk 引入 的 , 但 是 这 个 概念 最 早 是 由 
Hilbert 在 试图 给 刚性 群 一 个 拓扑 刻画 时 提出 的 . 从 定义 我 们 容易 推导 出 等 度 连续 系 
统一 定 是 distal 的 . 一 个 简单 的 distal 非 等 度 连续 的 例子 是 圆 盘 上 的 不 等 速 旋转 . 设 
D 为 平面 上 单位 圆 盘 , 在 平面 上 取 极 坐标 (7,9). EX T : D > D, T(r, 8) = (7,0+7). 
WW (D,T) 为 distal 的 但 不 是 等 度 连续 的 . 但 是 要 举 一 个 极 小 的 distal 但 不 是 等 度 连 
续 的 例子 要 困难 一 些 , 于 是 当时 人 们 提出 了 一 个 猜想 , 认为 极 小 的 紧 度 量 distal 系 
统 必 为 等 度 连续 的 . 但 是 后 来 Furstenberg(1963) 否定 了 这 个 猜想 , 而 且 他 十 分 本 质 
地 分 析 了 二 者 的 区 别 , 给 出 了 极 小 distal 系统 的 结构 定理 . 首先 我 们 来 看 一 个 例子 . 

BX = {x = (Egin) € CN: [El = 1, Yn € N} 为 无 限 维 环 
m, 而 Xn = {x = (£, En) : &l = 1, Vl <i < n} n 维 环 面 ， 定义 
T : X > X, (&1, f2, En, e) (e!% Ey, €1€0,°°*,En—1€n,***) WR Ta : Xn > Xn, 
(E1, E2, En) > (el E1, £182, ,én-1én), P a A r BACHE. 

容易 验证 (X,T) 与 (Xn, Tn), n > 2 MEM) distal 但 不 是 等 度 连续 的 系统 . 对 
n > 2, B mpi. : Xn > Xn-1, (E12, ,én) + (61, 62, én-1). M (Xn-1, Tr-1) 
为 (Xn, Tn) HARK distal 因子 , Bl x?_ 1 为 极 大 等 度 连续 扩充 . 这 样 我 们 得 到 X 的 
结构 : 


{pt} XX ey ale aie eee 
这 样 的 一 个 结构 并 不 是 偶然 的 , Furstenberg 证 明了 任何 极 小 distal 系统 都 具有 
这 样 的 一 个 结构 . 我 们 将 在 下 一 节 详 细 讨 论 这 个 结论 . 下 面 讨 论 distal 系统 以 及 等 
度 连 续 系统 的 其 他 一 些 刻 画 以 及 关于 极 大 distal 和 等 度 连续 因子 存在 性 的 结论 
定理 3.5.1 i (X,T) 为 动力 系统 . 
(a) 以 下 各 命题 等 价 : 
(1) (X,T) 为 distal 的 ; 
(2) E(X,T) 的 每 个 老 等 元 为 X 上 的 恒 同 映射 ; 
(3) ERDRE A uA X LAs Bla, 
(4) E(X, T) 为 群 
如 果 (X,T) A distal 的 , MAG TH, 并 且 E(X,T) = E(X,T), FREAK 
也 是 distal 49. 
(b) 以 下 各 命题 等 价 : 
(1) (X,T) 为 等 度 连续 的 ; 
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(2) {T" : i € Z4} &C(X,X) 中 有 紧 闭 包 ; 
(3) E(X,T) 为 由 同 肛 元 组 成 的 群 , 且 由 OX, X) 诱导 的 拓扑 与 由 XY 诱导 

的 一 致 . 

如 果 (X,T) 为 等 度 连续 的 , MACH distal HATHA. 此 时 E(X,T) = E(X, 
T!) 且 其 送 系 统 也 是 等 度 连 续 的 . 

证 明 (a) 设 久 为 E(X,T) 的 宕 等 元 , 那么 就 有 ulz) = wu(u(z)) V2 € X. 于 是 
u Æ u(X) 上 作用 为 恒 同 的 . 所 以 一 旦 u 为 单 射 或 满 射 , 那么 它 就 成 为 在 X 上 的 恒 
同 映射 id. 由 定义 X 为 distal 的 , 其 实 是 说 €(X,T) 中 每 个 元 素 在 X 上 的 作用 为 
单 射 , 于 是 就 有 (4) > (1) > (2) > (3). 下 证 (3) > (4). Bid 为 极 小 寡 等 元 , 那么 由 
E(X,T) = E(X,T)id 知 E(X,T) 为 极 小 左 理 想 . 于 是 (E(X,T),T) 为 极 小 系统 . 这 
样 对 任意 ps E(X,T), 存在 ge E(X,T), 使 得 gp = id. 这 样 E(X, T) 中 任意 元 素 都 
BAM, 进而 它 为 群 . 

设 (X,T) X distal 的 , 则 对 任意 n € Z4, OR T” c E(X,T) 有 道 元 ,特别 
Hh, 有 了 可逆 并 且 E(X, T!) C E(X,T). 因为 E(X, T!) 每 个 元 素 为 双 射 , 所 以 由 
EX, T! 为 distal 的 . 对 系统 (X, T!) 同上 分 析 就 有 2(X,T) C E(X,T"), 于 是 
E(X,T) = E(X,T-1). 

(b) 根据 Ascoli 定理 , (1) 与 (2) 等 价 . (3) > (2) 是 显然 的 , 下 证 (2) = (3). i 
Ar 为 {T : n € Z4} Æ C(X,X) 中 的 闭 包 ,由 假设 它 为 紧 的 . 这 样 连续 的 包含 映射 
j:C(X,X) 一 X* 在 Ar 上 的 限制 为 它 到 X* 中 的 同 胚 . 由 于 ilr) A, 故 闭 , 进 
而 j(A7) = E(X,T). 于 是 E(X,T) C C(X,X) 并 且 两 个 拓扑 在 其 上 一 致 . 由 于 等 度 
连续 系统 为 distal 的 , 所 以 由 (a), €(X,T) 为 群 并 且 每 个 元 素 为 同 豚 . 口 

注 记 3.5.2 BRL Ellis 证 明了 (X, T) 为 等 度 连续 的 当 且 仅 当 EXT) 为 由 
同 胚 组 成 的 群 . 但 是 这 个 结论 的 证 明 要 深刻 得 多 , 在 这 里 我 们 不 再 给 出 , 感 兴趣 的 
读者 可 参见 文献 (Ellis, 1969; Auslander, 1988). 

设 (X, 了 ) 为 动力 系统 , 称 使 得 商 系统 (X/S,T) 为 distal( 等 度 连 续 ) 的 最 小 的 闭 
不 变 等 价 关 系 SAX 的 distal( 等 度 连续 ) 结构 关系 , 记 为 Sa (Seq). 

命题 3.5.3 设 T:(X,7T) 一 (也 7 为 扩充 , 则 以 下 命题 等 价 : 

(1) (Y,T) A distal 的 (等 度 连续 的 ); 

(2) Sa C Rr (Seq C Rz). 

证 明 留 作 习题 . 

定理 3.5.4 ha: (X 卫 ) (YT) AFR, 则 以 下 命题 等 价 : 

(1) (Y,T) 为 distal 的 ; 

(2) P(X) C Rr. 
Bp Sq 实际 上 就 是 包含 P(X) 的 最 小 的 闭 不 变 等 价 关 系 . 
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证 明 (1) = (2) 首先 有 7xTr(P(X)) C P(Y). 因为 (Y,T) 为 distal 的 , 所 以 
P(Y) = Ay. 于 是 就 有 P(X) C (n x wr) (Ay) = 

(2) > (1) 要 证 (Y,T) W distal 的 , 我 们 证 明 EY, T) 任意 寡 等 元 u 为 恒 同 映射 . 
HE u HA E(X,T) AFBI, 则 对 任意 ze X, (z,uz) € P(X). 于 是 


un(x) = (ux) = r(x). 


因为 z 任意 以 及 7 为 满 射 , 所 以 u= idy. 所 以 由 定理 3.5.1, (YT) X distal 的 . O 

对 等 度 连续 结构 关系 也 有 类 似 的 结论 , 但 是 这 时 证 明 将 困难 得 多 . 首先 我 们 需 
要 将 proximal 关系 的 概念 推广 . 

定义 局 部 proximal 关系 为 

k=1 n=1 
易 见 (x,y) € Q(X,T) 当 且 仅 当 对 任意 s > 0, z 的 邻 域 UV M y 的 邻 域 V, 存在 
t EU, y EV Anez, 使 得 (T x 了 T)"(z',y/) € Ae. 一 般 而 言 Q(X,T) 为 
闭 的 、 对 称 的 但 不 传递 的 关系 , 即 不 为 等 价 关 系 . 但 在 (X,T) B/N, Q(X,T) 的 
确 为 等 价 关系 , 这 个 事实 的 现 有 的 证 明 都 十 分 困难 , 我 们 将 在 第 9 章 给 出 一 个 测度 
方法 的 证 明 . 有 关 这 个 问题 的 讨论 , 感 兴趣 的 读者 可 以 参阅 文献 (Auslander, 1988; 
Auslander-Guerin, 1997; McMahon, 1978; Veech, 1977; Vries, 1993). 

Petersen(1970) 证 明了 一 个 动力 系统 (X,T) 不 为 弱 混 合 的 当 且 仅 当 存在 和 的 
EZF U, V, 使 得 不 存在 ne Z, ARRE UNTU +, UNTV 了 (参见 
定理 1.4.5). 受 上 述 性 质 的 启发 , 我 们 局 部 化 弱 混 合 这 一 概念 . 

EM 3.5.5 Bh (XT) AWN AK, (21,22) E X x X\Ax. RA 24,1 = 1,2 
的 任意 非 空 开 邻 域 Ui, A N(U1,U1) N N(Uj, U2) 4 Ø, 则 称 (x1, 22) ABESH. 用 
WM(X,T) 表示 (X,T) AARAA. 

注 记 3.5.6 (1) 由 定义 易 见 , AKRAHRSH SARS WM(X,T)= XxX \ 
Ax; 

(2) WM(X,T) 一 般 不 具有 对 称 性 . 例如 , 设 (X,T) 为 几乎 等 度 连续 的 系统 ， 
ri 为 传递 点 以 及 p 为 不 动 点 ， 对 p 的 每 个 邻 域 U, 有 NU ID) = Z4, 因此 
(p,7X1) €E WM(X,T). AHF T 为 几乎 等 度 连续 的 , 所 以 (21,p) € WM(X,T). 因 
此 , 即使 对 传递 系统 WM(X,T) 也 不 一 定 具有 对 称 性 . 

命题 3.5.7 设 (X,T) 为 可 北 的 动力 系统 , 则 WM(X,T) c Q(X, T?) 

证 明 ik (zuzz) € WM(X,T), T AM. 则 对 zi,i = 1,2 的 任意 开 邻 域 
Ui, 有 N(Ui,0i1) N N(Ui,U2) # D. HEFE n € Z4, Ef Ui NTU F Ø, 
U, OATU: #4 Ø. 这 说 明 存在 zi € U, zh € U2 HR T” Tr E Ui Ki 
(x1, £2) € Q(X, TT?) \ Ax. 口 
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i (X,T) 为 动力 系统 ,zi,zz E€ X. CM L(x1,X2) AX 的 子 集 , 使 得 对 在 
该 子 集 的 每 个 zs 以 及 zii = 1,2,3 的 每 个 邻 域 ,存在 zy € Us, n © Z4 W 
足 T?z € U, T”y € U. AM L(x1,72) 为 了 不 变 的 闭 子 集 ， WRT AMMA 
(x1, 22) E Q(X, T1), Mi L(zi, 22) 为 非 空 的 全 不 变 的 闭 子 集 . 首先 我 们 有 如 下 的 简 
单 结论 : 

命题 3.5.8 i (X,T) 为 动力 系统 , Zi $22 €X. 则 (x1,7X2) € WM(X,T) 当 
且 仅 当 zl € L(21, 22). 

定理 3.5.9 BH (X,T) 为 可 逆 的 极 小 系统 . 则 

WM(X,T) = Q(X, T~?) \ Ax = Q(X,T)\ Ax. 

证 明 ”首先 说 明 Q(X,T) = QX, T). & (21,22) € Q(X, T). WX} e> 0, 
存在 ze B(xi,e),y € B(xo,€) Al n € N, 4 d(T-"z, Ty) < =- 可 以 假设 (2, y) 
为 了 x T 的 回复 点 , 那么 存在 m EN, 使 得 dT"z,T-"z) < 3,d(Tmy,T-"y) < Ê. 
从 而 dT™z,T™my) < e. 这 就 说 明 (11,12) € Q(X,T). 因此 Q(X, T!) c Q(X,T). 
因 (X, T) 也 为 极 小 系统 , 类 似 以 上 讨论 可 得 Q(X,T) c RX, T). 

设 (21,22) € WM(X,T), 由 命题 3.5.7 知 (21,22) € Q(X,T-!) \ Ax. & 
(z1,22) € Q(X, TT?) \ Ax, WHE z € L(ai,22). 由 于 (X,T) 为 极 小 系统 ， 
X = L(x, 22). 特别 地 , zı € L(xi, 22). 进而 (zizz) € WM(X,T). 口 

注 记 3.5.10 ”一 般 情 况 下 , 即使 了 为 同 胚 WM(X,T) = Q@(XT-DNAx 也 
并 不 一 定 成 立 . 例如 , 设 X = {zoo}U {zi :iEZ}, 其 中 ri rj, 1 关 j. 定义 映射 
T:X OX, 使 得 ro 为 不 动 点 且 T(zi) = ti, i EZ. HL QX, T’) =X xX. 
但 如 果 i ~ J, Ml (zi, 7;) g WM(X,T). 

推论 3.5.11 R (X,T) 为 极 小 系统 . 如果 Q(X,T) =X x X, 则 (XT) RH 
混合 系统 . 

证 明 (X,T) 为 (X,T) 的 自然 扩充 . 则 (X,T) 为 极 小 系统 且 Q(X,T) = 
Å x$. 由 定理 3.5.9 知 WM(X,T) =X x X\ Ay. 这 样 , He EN (XT) 为 弱 
混合 系统 . 因此 (X,T) 为 弱 混 合 系统 . 口 

对 于 等 度 连续 我 们 在 下 面 将 会 经 常用 到 这 样 一 个 结论 : 

引 理 3.5.12 i (X,T) AWA BK. W(X,T) 不 为 等 度 连续 系统 当 且 仅 当 存 
Ë rEX, ti>r RA ni €Z,, RB T 2c 2’, Tri — r", 2' £r". 

证 明 “=>” RUE (X,T) 不 为 等 度 连 续 系 统 , PARE e > 0, 使 得 对 每 个 
i € N, 能 找到 d(zi, yi) < > ni € Zy 满足 d(T™ z;, T™yi) > 2e. 不 妨 设 lim z; = £ = 
limyi( 必 要 时 取 其 子 列 ). 则 有 d(T™ x, T™ xi) > e, 其 中 zi = z; Ky. 必要 时 通过 取 
其 子 列 可 以 假设 Tr 一 z Thr 一 r". BR r Ea". 
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“< 二” 这 是 明显 的 . 口 

一 般 来 说 , 局 部 proximal 对 不 具有 提升 性 质 , 但 对 于 引 理 3.5.12 中 特殊 的 点 对 
具有 提升 性 质 . 这 是 下 面 证 明 的 关键 所 在 . 

推论 3.5.13 (1) 等 度 连续 系统 的 因子 系统 为 等 度 连续 系统 ; 

(2) 设 (X,T) 为 可 送 的 动力 系统 ， 则 (X,T) 由 包含 Q(X,T-1) 的 最 小 的 闭 的 
不 变 的 等 价 关 系 所 诱导 的 因子 系统 (Y, 5S) 为 (XX,T) 的 最 大 等 度 连续 因子 , 即 Seg 就 
是 包含 QX,T 1) 的 最 小 闭 不 变 等 价 关 系 . 

证 明 (1) 设 (X,7T) 为 等 度 连续 系统 , r : (X,T) 一 (Y,T) 为 因子 映射 . 如 果 
(Y,T) 不 为 等 度 连续 系统 , 则 由 引 理 3.5.12 知 , FE y € Y, yi > y UR ni € Zy, 
1$ T™y 一 y', Ty = y" H y Ay”. Ra eX WE nla) = y 不 妨 设 
a72,T%2 or WRT 2, 一 x" (必要 时 取 其 子 列 ). TA r(x) = y, r(x) = y 和 
n(x") =y". 进而 r A x”. 这 说 明 (X,T) 不 为 等 度 连续 的 , 矛盾 . 

(2) 首先 容易 看 出 , 对 一 个 可 逆 的 动力 系统 (Z, R), (Z, R) 为 等 度 连续 的 当 且 仅 
当 Q(Z, R) = Az. 所 以 仅 需 说 明 (Y, 5) 为 等 度 连续 系统 . Wm: (X,T) > (Y,S) 
为 因子 映射 . Æ Y, 5) 不 为 等 度 连续 系统 , 则 类 似 于 (1) 的 讨论 , FE y EY, yi 一 y 
以 及 ni € Z4, 使 得 Sy  y', Sy oy” Hy Ay". Bari eX WE rha) = yi. 
不 妨 设 zi > x, Thx oa! W Tr 一 2” (必要 时 取 其 子 列 ). W r(x) = y, r(x) = y 
Al n(x") =y". BR a! Ac" H (x,x”) e Q(X,T-1). Ba MELA y = r(x) = 
"(xz”) =y", FA. 口 

注 记 3.5.14 ”对 于 定理 3.5.13(2), 原 有 的 证 明 都 要 用 到 “一 个 系统 为 等 度 连 续 
系统 当 且 仅 当 它 的 Ellis 半 群 为 同 胚 群 ” 这 一 事实 (Ellis, 1969; Auslander, 1988). 证 
明 巧 妙 地 运用 了 引 理 3.5.12, 从 而 避 开 了 上 面 这 个 深刻 的 结论 . 

利用 引 理 3.5.12 可 以 证 明 

定理 3.5.15 设 (X,T) 为 动力 系统 . 则 

(1) (X,T) 为 等 度 连续 的 当 且 仅 当 WM(X,T) = Ø; 

(2) (X,T) 由 包含 WM(X,T) 的 最 小 的 闭 的 不 变 的 等 价 关 系 所 诱导 的 因子 系统 
(Y,S) 为 (X, T) 的 最 大 等 度 连续 因子 . 

证 明 (1) 我 们 只 需 说 明 如 果 WM(X,T) = 2, 则 (X,T) 为 等 度 连续 的 . 假设 
(X,T) 不 为 等 度 连续 的 , 则 由 引 理 3.5.12 知 , 存在 ze X, zi >x 以 及 me2Z+, 使 
得 Tiz 一 2 Tixi > x" 2c £x". AW ce Ll, r") Wr Ex 的 轨道 闭 包 中 ， 
x! E€ L(a',2"). 这 说 明 (a’, x") € WM(X,T), 矛盾 . 这 就 完成 了 (1) 的 证 明 . 

(2) 设 r :和 一 了 为 因子 映射 . 假设 (YT) 不 为 等 度 连续 的 . 则 由 引 理 3.5.12 
知 , FE y E Y, yi > y 以 及 ni € Z4, E4 T™y > y', Ty oy" Ay y 取 
a, € X ÑE n(x) = yi. 不 妨 设 xi > x, Triz oo WRT 2, 一 oc (必要 时 取 其 
子 列 ). 则 n(x) = y, r(x’) =y H r(x”) = y". EA r Ax". RUF (1) 的 讨论 , 有 
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(x',x") € WM(X,T). 由 7 的 定义 知 y = r(x) = r(x") = y", HIS. 这 说 明 (Y,T) 
为 等 度 连 续 系统 . 口 
观察 了 这 么 多 结论 , 一 个 自然 的 问题 就 是 假如 极 大 等 度 连续 因子 是 平凡 的 , AB 
么 将 会 得 到 什么 结果 ? 
定理 3.5.16 ”一 个 极 小 系统 为 弱 混 合 的 当 且 仅 当 它 没有 非 平 凡 的 等 度 连 续 因子 . 
我 们 将 在 第 9 章 给 出 这 个 定理 的 证 明 . 
Sy 题 3.5 

1. 举例 说 明 : 在 不 是 满 射 的 情况 下 , 存在 distal 但 不 是 等 度 连续 的 系统 . 设 (X,T) 为 
动力 系统 , 证 明 : WRT 为 满 射 , LABRET distal. 

2. 验证 本 节 开 始 的 几 个 例子 (D,T), (X,T) 以 及 (Xn, Tn), > 2 为 distal 但 不 是 等 度 
连续 的 . 

3. 证 明 命题 3.5.3. 

4. WR T HAEE (21,22) € Q(X, T), 则 L(vi, 22) 为 非 空 的 了 不 变 的 闭 子 集 . 

5. 设 为 一 族 动力 系统 的 集合 . 

(1) WR E 中 元 都 是 极 小 的 且 满 足 条 件 : 对 任意 E C E, 任意 TT {(X",T) : (XT) EE 
的 极 小 子 集 N, AN CE. 那么 E 中 存在 唯一 的 “万 有 E RR” (Xo, T), 即 对 任意 E 中 元 为 
Xo 的 因子 . 

(2) 如 果 E WE THRI: 

(i) 平凡 系统 在 E; 

(ii) 任意 多 个 E 中 元 的 乘积 系统 仍 在 EP; 

(iii) E 任意 元 素 的 子 系统 仍 在 E. 
那么 对 于 任意 的 动力 系统 (X,T), 存在 “ 极 大 E 因子 ”, 即 存在 一 个 极 小 闭 不 变 等 价 关 系 R, 
使 得 (X/R,T) EE. 

(3) 运用 (1) 和 (2) 分 别 对 等 度 连续 性 与 distal 性 进行 分 析 . 


§3.6 Furstenberg 极 小 distal 流 的 结构 定理 及 极 小 流 的 
一 般 结构 定理 


在 分 析 动 力 系统 (X,T) 的 结构 的 时 候 , 我 们 有 两 种 可 行 的 方案 一 种 是 研究 
系统 的 全 体 子 系统 ( 即 系 统 的 全 体 闭 不 变 子 集 ), 并 且 弄 清楚 系统 (X,T) 是 由 怎样 
的 方式 由 子 系统 构造 出 来 的 ; 另 一 种 途径 就 是 考虑 系统 的 所 有 因子 系统 . 在 遍历 理 
论 中 , 第 一 种 方案 是 十 分 成 功 的 . 对 任何 保 测 系统 都 能 经 过 遍历 分 解 分 解 为 若干 遍 
历 子 系统 , 于 是 对 作为 “不 可 分 解 元 ”的 遍历 系统 的 研究 就 显得 分 外 重要 . 不 幸 的 
是 , 在 拓扑 动力 系统 中 没有 类 似 的 分 解 定 理 , 因而 也 没有 一 种 具有 一 般 性 的 “不 可 
分 解 元 ”. 于 是 我 们 不 得 不 根据 需要 寻求 一 些 好 的 替代 物 . 两 种 比较 自然 的 替代 物 
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是 传递 子 系统 以 及 极 小 子 系统 , 其 中 极 小 系统 的 研究 在 拓扑 动力 系统 中 占有 十 分 重 
要 的 地 位 . 虽然 对 一 般 拓 扑 动力 系统 的 研究 不 能 归结 于 其 极 小 子 集 的 研究 , 但 是 如 
果 对 极 小 系统 这 一 结构 最 为 简单 的 系统 都 不 能 分 析 清 楚 , 那 就 更 不 用 说 能 准确 地 理 
解 一 般 系统 的 结构 了 . 到 现在 , 对 极 小 系统 的 研究 已 经 相对 成 熟 , 相关 内 容 可 参见 文 
献 (Auslander, 1988; Ellis, 1969; Glasner, 1976; Veech, 1977; Vries, 1993). 

在 本 节 中 , 我 们 首先 将 证 明 著名 的 Furstenberg 极 小 distal 系统 结构 定理 . 然后 
给 出 任意 极 小 系统 的 结构 定理 的 描述 以 及 其 他 一 些 重要 系统 的 结构 定理 .本 节 涉 
及 的 所 有 概念 与 结论 都 可 以 推广 到 更 为 一 般 的 群 作用 , 但 是 为 了 简单 起 见 , 我 们 只 
给 出 Z 作用 的 情况 . 仅 讨 论 Z 作用 的 理由 , 一 为 极 小 映射 为 满 射 , 所 以 可 通过 自然 
扩充 转换 为 同 胚 ; 另 一 个 更 为 重要 的 原因 是 , 对 于 一 般 极 小 系统 的 结构 定理 的 证 明 
需要 群 作 用 这 个 前 提 , 所 以 需要 Z 作用 这 个 假设 . 

因为 极 小 系统 没有 非 空 真 子 系统 , 于 是 在 极 小 系统 的 研究 中 因子 的 概念 也 就 显 
得 尤其 重要 . 所 以 在 深入 讨论 之 前 , 先 给 出 各 种 扩充 的 定义 . 

设 (X,T) 为 动力 系统 , 其 中 了 为 同 胚 . 前 面 已 经 介绍 过 2Z+ 作用 下 的 proximal, 
distal 和 渐 近 等 概念 . 这 些 概念 很 容易 可 以 平移 到 Z 作用 的 情况 . 例如 , 点 对 z,y 称 
为 proximal 是 指 lim inf d(T"2,T"y) = 0. 其 他 概念 可 以 类 似 定 义 . 


|m| 一 oo 


给 定 Z 系统 (X, T), (Y, S), Bar: X 一 了 为 扩充 .T:X 一 了 称 为 proximal 
(相应 地 , distal) 是 指 如 r(zi) = "(xz2) W zi 与 zaz 为 proximal 的 (相应 地 为 distal 
的 ). 扩充 称 为 等 度 连 续 的 是 指 对 任意 s > 0, 存在 5 > 0, 使 得 对 满足 r(zl) = "(x2) 
及 d(T1,72) < 6 WY 21,22 成 立 d(T"(x1),T"(x2)) < e,n E Z. 等 度 连 续 扩充 也 称 为 
等 距 扩 充 . 扩充 r 称 为 几乎 一 对 一 的 是 指 存在 稠密 的 Gs 集 Xo C X, 使 得 对 任意 
x E Xo, 都 有 rr(z) = {z}. 扩充 称 为 弱 混 合 的 是 指 乘积 系统 的 子 系统 (Rr, T xT) 
为 拓扑 传递 的 , 其 中 Rr = {(z1,722) : x(z1) = 7(z2)}. 对 于 Z+ 作用 下 各 种 扩充 的 
定义 是 完全 雷同 的 . 

下 面 介 绍 逆 极 限 系 统 . 设 7 为 一 个 序数 , 对 每 个 入 <0, (XT) 为 动力 系统 . 设 
{98 : a < B <n} 为 一 族 满 同 态 : 62: Xe 一 Xo, HWE 68 0465 = 0l, Ya < L S 
Yn7( 见 下 图 ). 


X = lim{ XM :入 < 外 = 三 {ew € II Xy : G8 (2g) = Ta, Ya S B< 中 (3.6.1) 


A<n 
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WRIA da: X> X, VA <n. 于 是 如 下 图 表 交 换 : 
(X,T) 


$ Pa 


(Xo, T) pa (Xa T) 


{93 (U): U AX WAS, A <n) A X 的 一 组 拓扑 基 . 易 见 XX HAM T 的， 
H (X,T) 为 动力 系统 . 称 (X,T) 为 {94 : a <2 <n} 的 北极 限 . 

逆 极 限 系统 的 一 个 等 价 的 看 法 是 利用 等 价 关 系 . X = Xn, mM {Rajas 为 Xn 
上 的 闭 不 变 等 价 关 系 族 . 设 {Ry} 满足 : 

(1) Ry = Ax; 

(2) MR v <à <n, Ml R DR); 

(3) 如 果 A 为 极限 序数 , 那么 Ra = 门 ,<、 Roe. 
此 时 , 如 果 令 Xa = X/Ry, 而 $8: Xp 一 Xa,a < B <7 为 投射 . 那么 容易 看 出 , 此 
时 (X,T) 就 是 {48 : a < B <n} HMPA. 

首先 证 明 Furstenberg 的 极 小 distal 系统 结构 定理 . 我 们 证 明 其 中 困难 的 一 半 ， 
另外 简单 的 部 分 请 读者 完成 . 虽然 下 面 定 理 的 讨论 是 对 Z| 作用 进行 的 , 但 是 因为 
对 distal 系统 (X,T), T VAE (EH 3.5.1), 所 以 所 有 讨论 可 以 平行 地 改 为 Z 作 
用 , 甚至 任意 群 作 用 . 

定理 3.6.1 (Furstenberg, 1963) ”一 个 极 小 流 为 distal 的 当 且 仅 当 它 为 等 度 连 
fy KOZ IR, 即 存在 如 下 图 表 : 


vn Tn 
{pt} — Xp 2 Xi, OX. XK, S Xn Sais E A 


其 中 {pt} 指 平凡 系统 , 而 每 个 m 为 等 度 连续 扩充 . 

引 理 3.6.2 3 (X,T) 为 极 小 distal 系统 .那么 对 任意 r CX, 映射 不 : 
E(X,T) > X,pr pr 为 开 的 , 其 中 E(X,T) A Ellis 半 群 . 

证 明 WG, = {p € E(X,T) : px = z}, N Ge AR E(X,T) 的 闭 子 群 且 商 映 
射 qz : E(X,T) > E(X,T)/Gz HFH. 另外 , 映射 o : E(X,T)/Ge > X, [ple, 一 pz 
ARAL, 所 以 r = $o qz AFH. H 

前 面 已 经 定义 了 局 部 proximal 关系 , 现在 定义 它 的 相对 化 概念 . RCX xX 
为 闭 的 不 变 等 价 关系 , 定义 相对 于 R 的 局 部 proximal 关系 为 


Q(R) = N U (T xT) "A NR. 


k=1 n=1 
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易 见 (x,y) € Q(R) 当 且 仅 当 (x,y) € R 且 对 任意 。 > 0, x IRRI U M y RIR V, 
存在 z EU, y EV Rn eZ, HS (x,y) € RIR (TxT)"(z',y) e Ae. BR 
Q(R) 为 闭 的 且 不 变 的 . 但 是 一 般 而 言 , 即使 R 为 闭 的 不 变 的 等 价 关系 , Q(R) 也 不 
一 定 为 等 价 关 系 . 不 过 , 对 于 distal 扩充 , 可 以 证 明 : 

定理 3.6.3 i (X,T) ARM) distal A, RA X 上 一 个 闭 的 不 变 的 等 价 关 系 . 
N Q(R) 也 是 闭 的 不 变 的 等 价 关 系 . 

证 明 ”由 于 QR) 闭 不 变 是 明显 的 , 所 以 仅 需 证 明 传递 性 . 设 (x,y), (y,2) € 
Q(R), 证明 (z,z) € Q(R) 即 可 . 设 U,W 分别 为 zz 的 邻 域 . S O = {p € E(X,T): 
pz € W}, W O 为 E(X,T) 的 开 集 上 且 ide O. 设 V= Oy, 则 由 引 理 3.6.2,V 为 y 的 
FABI. 

对 任意 s > 0, HF (x,y) € Q(R), 存在 21 € U, y1 € V, n € Z4, (EE (21,91) € 
RH 

d(T™21,T™ yi) <€. (3.6.2) 
由 于 X 为 distal 的 , 所 以 X x X 为 半 单 的 . 于 是 N = orb((z1, y1), T x T) 为 极 小 
集 . 因为 极 小 , EE s EN, 使 得 {(T XT) F(T x T)™ (21,1): 1 <k< sh} ÆN 
中 e BW. 即 对 任意 €c E(X,T), FE k e {1,2,---, 8}, 使 得 


d(T*éx,,T"'21) < e H d(T*€y,,T™ y1) <€. (3.6.3) 
取 6 > 0, 使 得 如 果 d(x,y’) < 6, 则 
d(T*z',T*y’)<e, Vli<k<s. (3.6.4) 


W id 在 €(X,T) 中 邻 域 0', 使 得 O'zi C U, O'y CV, 由 于 E(X,T) > X AF, 
O'zı, O'y 仍 为 x,y 之 邻 域 . 由 VV 的 定义 , 存在 pl € E(X,T), 使 得 v = piy, © 
z =piz. M z1 E€ W H (ys, 21) = pily,z) € Q(R). 于 是 存在 y2 € O'y, 22 E€ W, na € 
N, 使 得 (ya, z2) € R H d(T" y2,T"z2) < 6. 由 (3.6.4), 对 任意 k € {1,2,---, s}, 


d(T Rt 2 yo, TH+" z9) < €. (3.6.5) 


| 因为 yo € O'y, FETE po € E(X,T), 使 得 yo = poyi. & 22 = pot, E€ O'zi CU, 
则 (x2, yo) E N. 根据 (3.6.3), 存在 ko € {1,2,---, s}, 使 得 


d(T’ T™® x2, T™ 21) < € Hd(T™T™yo,T™ y1) < €. (3.6.6) 
由 (3.6.2), (3.6.5), (3.6.6), 得 到 
d(T +2 go, TROT £3) < Ae. 


另外 , 由 于 (22,2), (ye, 22) € R, A (22,22) € R. 这 样 就 有 (z,z) € Q(R). o 
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引 理 3.6.4 i (X,T) 为 极 小 系统 , RS 为 其 上 的 两 个 闭 不 变 等 价 关 系 且 SC 
R. 那么 商 空 间 系 统 请 导 的 同 态 n: X/S 一 X/R 为 等 度 连续 的 当 且 仅 当 SDQ(R). 

证 明 留 作 习 题 . 

引 理 3.6.5 4 (X,T) 为 极 小 distal 系统 , R 为 其 上 闭 不 变 等 价 关 系 ， 那么 
n: X/Q(R) > X/R 为 等 度 连续 扩充 . 

Ww (X,T) 为 极 小 distal ABE, 对 每 个 序数 A, 我 们 归纳 定义 关上 的 闭 不 变 等 价 
关系 Qu 首先 设 Qo = Q(X x X), 那么 由 引 理 3.6.4, Xo = X/Qo AX 的 最 大 等 
度 连 续 因子 . 现在 设 对 任意 u< 入, 我 们 已 经 定义 好 Qu. WR 和 为 后 继 序 数 , 即 存 
在 &, 使 得 入 =€ 十 1, 那么 定义 Qa = Qer = Qe); 如 果 人 入 为 极限 序数 , 那么 定义 
Qa = ares Qu: 

于 是 对 jh < 入 有 Q CQ. 由 于 每 个 Q、 AMR, 于 是 存在 序数 0, 使 得 
Qoi = Qo, 进而 对 于 每 个 入 > 0, AQ). = Qo. 对 入 >0, 设 X = X/Q), HK 
Ti : Xay = X/Qa > Xa = X/Q 为 商 映 射 诱导 的 同 态 . 则 rx 为 等 度 连续 扩充 . 
这 样 得 到 


{pt} — Xo TL X, © Xa FO Xn © Xop Xp EX. 


如 果 我 们 能 说 明 X = Xo, 那么 就 得 到 了 所 要 的 结论 . 即 需要 证 明 Qo = Ax. 令 
Aijn = {(z,y) : d(z, y) < 1/n},n = 1, 2,3, meas 那么 就 有 


Qo = Qon = () U (T x T) (Ayn N Qo). 
n=1k=1 


于 是 对 每 个 n, Uka(T x T) "(Ain N Qe) 为 Qo WHERE. H Baire 定理 ， 
Mi= Ura (T x T) (Ain N Qe) 在 Qe 中 稠密 . 于 是 有 


Qe = (| UT x T)-*(Ain Qe) € (T x T)-* (Ain) = P(X,T) = Ax = Ax. 
n=1k=1 k=1 

这 样 就 得 到 了 Furstenberg 结构 定理 . 

现在 我 们 回顾 一 下 distal 结构 定理 的 证 明 的 基本 思路 ， 对 于 极 小 distal 系统 
(X,T), 由 于 局 部 proximal 关系 Qo = Q(X, T) 为 等 价 关系 , 所 以 Xo = X/Qo X X ik 
大 等 度 连续 因子 , m po: X 一 Xo X distal PFE. 因为 对 distal 扩充, Qdo) = (Roo) 
仍 为 等 价 关系 , 于 是 可 以 在 加 中 插入 等 度 连续 扩充 ro, 即 Xo 他 X XX, 其 中 
X1 = X/Q(do). 同样 , 由 于 此 时 91 仍 为 distal, 而 Q(¢1) 仍 为 等 价 关系 , 进而 可 以 
继续 插入 等 度 连续 因子 m: Xo 号 X Xo 2 如 此 不 断 重 复 这 个 过 程 , 由 
于 空间 为 紧 度 量 , 终归 会 在 某 一 步 后 变 成 平凡 扩充 , 而 此 时 也 就 得 到 了 所 追求 的 结 
构 . 


§3.6 Furstenberg 极 小 distal 流 的 结构 定理 及 极 小 流 的 一 般 结 构 定理 .91 . 


一 个 上 自然 的 问题 是 : 对 于 任意 的 极 小 系统 (X, T), 运用 同样 的 做 法 是 否 可 以 得 
到 它 也 具有 类 似 的 结构 定理 ? 首先 , 对 于 极 小 系统 (X,T), 可 以 证 明 局 部 proximal 
关系 Qo = Q(X,T) 为 等 价 关 系 , 所 以 Xo = X/Qo AX 极 大 等 度 连续 因子 , 而 
go : X 一 Xo 为 一 个 扩充 . 到 这 里 , 跟 上 面 分 析 没 有 多 大 区 别 . 但 是 接 下 去 是 否 仍然 
类 似 呢 ? 对 于 distal 系统 , 此 时 do 为 distal 扩充 , 从 而 Qo) 为 等 价 关 系 , 我 们 就 
可 以 直接 在 po 中 插入 一 个 等 度 连续 因子 . 但 是 对 于 一 般 的 极 小 系统 ，po 没有 任何 
特殊 性 质 , 而 Q(¢0) 也 不 一 定 为 等 价 关系 , 从 而 不 一 定 能 插入 等 度 连续 因子 . 幸运 的 
是 , 我 们 可 以 对 任何 扩充 进行 一 个 “小 的 调整 ”, 使 它 的 局 部 proximal 关系 为 等 价 
关系 , 进而 可 以 插入 等 度 连续 因子 . 之 后 再 进行 同样 的 “小 的 调整 ”使 之 可 以 插入 等 
度 连续 因子 . 如 此 不 断 重复 就 可 以 得 到 任何 极 小 系统 的 一 个 结构 定理 . 具体 描述 如 
下 (其 中 proximal 扩充 加 及 y 就 是 上 面 讲 的 “小 的 调整 ”, 使 得 x 能 插入 等 度 
连续 因子 pv). 

定理 3.6.6 设 (X,T) 为 紧 度量 极 小 忆 系统. 那么 存在 可 数 序数 刀 及 如 下 交 
换 图 表 ( 称 为 PI 3B): 


中 pu 
X = Xo : Ay ae 28) = Xor e Xn = Xoo 
| * | A 
To Ry Ty Tv 十 1 Too 
Yo = {pt} Zi noe - Y Zv+1 pi E Yn =Y os 
pı pı Pr+1 Put 


其 中 对 每 个 <n, p 为 等 度 连续 的 , 加 Rw A proximal 4, 而 To 为 弱 混 合 的 . 
对 极限 序数 v, Xv, Yono FA Xa Yn Ta 入 < 等 的 送 极限 . 

极 小 Z ABE (X,T) 称 为 严格 proximal 同 距 或 严格 PI 是 指 它 具有 PI 塔 中 
(Yoo, T) 的 结构 , 即 它 可 从 平凡 系统 经 过 (可 数 ) 超 限 步 proximal 或 等 度 连续 扩充 得 
到 . 称 (X,T) 为 proximal 同 距 或 PI 是 指 在 PI 塔 中 ree ARM, 即 它 为 严格 PIA 
统 的 proximal 因子 . 

在 上 面 定 义 中 , 将 proximal 换 为 几乎 一 对 一 我 们 就 得 到 严格 HPI 系统 和 HPI 
系统 的 定义 ， 在 度量 的 情况 , 也 称 HPI 系统 为 AI 的 . 如 果 在 PI 流 定 义 中 所 有 
proximal 扩充 为 恒 同 的 , 则 称 为 I FE. XH, Furstenberg 定理 就 是 说 : 极 小 系统 为 
distal 的 当 且 仅 当 它 为 I 流 . 

从 上 面 分 析 可 见 , 所 谓 PI 和 HPI 系统 就 是 具有 相对 简单 结构 的 系统 . 但 是 如 
果 按 照 定 义 去 判别 一 个 系统 是 否 为 PI 或 HPI 将 是 十 分 困难 的 事 . 幸运 的 是 , 我 们 
有 下 面 十 分 有 用 的 判别 定理 : 

定理 3.6.7 (Woude, 1985) i (X,T) HR ZAK. 则 

(1) X APIM4ARY XxX PEER SAE BEF RAAB HW; 
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(2) X A HPI 当 且 仅 当 任意 满足 投射 mi :了 一 Xi 一 12 为 半 开 的 ( 即 非 空 开 
集 的 像 有 非 空 内 部 ) 传递 系统 了 CCX xx 为 极 小 的 . 

最 后 我 们 以 两 个 重要 的 结构 定理 结束 本 节 . 它们 分 别 是 点 distal 系统 和 几乎 自 
FAR QÈ 4.2.6) 的 结构 定理 , 在 这 里 就 不 再 给 出 证 明了 . 

定理 3.6.8 (Veech, 1970; Ellis, 1973) 一 个 极 小 流 为 点 distal 的 当 且 仅 当 它 为 
Al 流 . 

定理 3.6.9 (Veech, 1965) 一 个 极 小 流 为 几乎 自 守 的 当 且 仅 当 它 为 等 度 连续 系 
统 的 几乎 一 对 一 扩充 . 

习 题 3.6 
1. 证 明 Furstenberg 定理 的 另外 一 半 : 任何 工 流 为 distal 系统 . 
2. 证 明 引 理 3.6.4. 


§3.7 “几乎 等 度 连续 与 单 生 群 


在 这 一 节 , 我 们 将 更 为 深入 地 讨论 几乎 等 度 连续 系统 ， 对 度量 空间 X, 由 于 
C(X,X) 中 复合 运算 为 联合 连续 的 , 所 以 它 为 可 度量 拓扑 半 群 , 其 中 所 有 同 胚 元 组 
成 了 它 的 一 个 拓扑 子 群 . 定义 赋值 映射 为 


ev:C(X,X)xX— X,  ev(f,xr) = f(z). 


易 见 它 为 连续 的 . 对 取 定 的 ze X, 映射 eve: C(X, X) > X, evz(f) = f(x) 为 一 臻 
连续 的 . 

EH 3.7.1 &(X,T) 为 几乎 等 度 连 续 的 系统 且 ze Transp. & AT 为 {T": 
n E€ Z4} 在 C(X,X) 中 的 闭 包 . 那么 AT 为 CIX, X) 的 一 个 交换 子 群 ,并且 循 环 
FR {T:n E Z} 在 AT PAE. 赋值 映射 在 Ar 上 的 限制 映射 eve : (Ar, D) 一 
(Transr,dr) A F lek $h, BP 


D(g1,92) = dr(g917, ger), Yg1, 92 € Ar. (3.7.1) 


证 明 PMET Centr = {gE C(X,X):goT=Tog} AC(X,X) 的 闭 子 半 
群 , HAST Ar. 设 g1,g2 € Centr, 由 于 {Tc : i € Z4} Æ X PHE, A 


dr (g17, 922) = sup {d(T’(g1z), T’ (g2£))} = sup {d(g1(T’z), g2(T*x))} = D(g1, 92). 
于 是 Ar 为 闭 交 换 子 半 群 且 (3.7.1) 成 立 . 


因为 系统 为 几乎 等 度 连续 的 , WMR zl € Transp, 那么 存在 {ik} C Z+, 使 得 
Tx 一 £1 (46 X P). 由 定理 3.2.14(5) 知 , 此 时 {Tx} 在 Transr 中 相对 于 dr 收敛 
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于 zl. 由 (3.7.1), {T*} 为 Ar 中 的 Cauchy 列 , 根据 Ar 为 完备 空间 CX, X) HA 
子 集 , FETE g e Ar 使 得 T* WRF g. 因为 euz ESE, 所 以 gz = 21. 类 似 地 , 因为 
(TransT, dr) 完备 , 所 以 evs 将 Ar PRE! Trans7. 于 是 ev, 为 Ar 到 Transr 上 的 等 
距 映 射 . 

将 以 上 结论 用 到 21 = gx € Transr E. 由 于 evz(Ar) = Transr， 于 是 存在 
g € Ar, (87 9(21) = x. 即 


evs(99) = 5(21) = z = eve(id). 


由 (3.7.1) 得 到 gg = id. 所 以 Ar 为 由 同 胚 组 成 的 群 , 并 且 循环 子 群 { 太 :ie2Z} 在 
其 中 稠密 . 
最 后 , 由 于 


D(g1, 92) = D(g1g2~*, id) = D(g2~*91, id) aa D(93°, 91°): 


逆 运 算是 等 距 的 , 进而 Ar 为 拓扑 群 . 口 

二 元 组 (T,g) 称 为 单 生 群 是 指 A 为 一 个 赋予 了 不 变 度量 ( 即 如 p 为 度量 , 则 
p(hgi, hga) = p(g1, 92)) 的 拓扑 群 , 并 且 g CT 生成 的 循环 子 群 {g" :ne Z} Ær P 
稠密 . 由 定义 即 知 工 必须 为 交换 群 . 例如 Z 赋予 离散 拓扑 , 则 (Z, 1) 就 是 单 生 群 . 设 
e 为 工 的 单位 元 , 那么 单 生 群 (T,g) 称 为 回复 的 是 指 存 在 {ix} C Z4, 使 得 ik 一 00 
H g* 一 e. 

称 动力 系统 (X, 了 T) 能 延伸 为 单 生 群 (T,g) 的 作用 是 指 存在 从 工 到 C(X,X) 连 
续 同 态 , HEK 9 RAT. 易 见 此 时 同 态 为 唯一 的 , 并 且 了 ABW. 如 果 一 个 系 
统 能 延伸 为 某 个 回复 的 单 生 群 的 作用 , 那么 它 为 一 致 刚性 的 . RZ, 如 果 一 个 系统 
(X,T) 为 一 致 刚性 的 , HBA (Ar, T) 为 一 个 回复 的 单 生 群 , 并 且 通 过 包含 映射 (X,7) 
能 延伸 为 (Ar, 了 T) 的 作用 . 

引 理 3.7.2 设 (T,g) 为 一 个 单 生 群 . 一 个 可 北 度 量 系统 (X,T) 能 延伸 为 (T,g) 
的 作用 当 且 仅 当 对 任意 {ix} C Za, 


g* > e > T* 一 id. (3.7.2) 


证 明 ”必要 性 显然 , 下 证 充分 性 . it (3.7.2) 成 立 , 由 于 D(T,id) = D(id, T7!) 
所 以 T= 也 收敛 于 id. 这样 由 g 一 Ti 定义 了 一 个 从 循环 子 群 { :ie Zh 到 
C(X, X) 的 同 态 . 由 (3.7.2), 这 个 同 态 在 e 处 连续 , 进而 也 为 一 致 连续 的 (由 在 e 处 
连续 , 所 以 对 任意 © > 0, 存在 6 > 0, 使 得 p(g",e) < 6 HS D(T",id) < e. 但 是 对 
FIER plg, gt) < 6, 有 p(g* 4, e) = p(g', 9?) < ô, PELA D(T*,T?) = D(T™4, id) < e. 
亦 即 映射 为 一 致 连续 的 ). 因为 {g” :n € Z} TET PRA CX, X) 为 完备 的 , 所 以 
这 个 同 态 可 以 扩充 到 工 上 . 口 
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设 (X,T) 为 一 个 几乎 等 度 连续 系统 , 定理 3.7.1 说 明了 在 Transr 上 的 限制 同 
EF Ar 由 了 产生 的 转移 . 如 果 把 (Ar, T) 也 视 为 由 了 产生 的 转移 系统 , 那么 上 面 
分 析 说 明 (X,T) 为 单 生 群 系统 (Ar,T) 的 一 个 紧 化 系统 . 这 里 一 个 系统 (X,T) 为 
另 一 个 系统 (Y, 5) 的 紧 化 是 指 , X 为 紧 的 并 且 存 在 一 个 (Y, 5) 到 (X,T) 的 一 个 同 
AS h, 使 得 h:Y > hY) 为 同 胚 且 h(Y) 在 XX PRE. 

RZ, MR (T,g) 为 一 个 回复 的 单 生 群 , 那么 下 面 将 证 明 能 够 找到 一 个 几乎 等 
度 连续 的 系统 为 它 的 紧 化 . 下 面 在 一 个 更 为 一 般 性 的 条 件 下 讨论 这 个 问题 . 由 于 工 
的 度量 为 不 变 的 , 所 以 g 在 上 的 转移 作用 为 等 距 的 . 

引 理 3.7.3” 设 (Xo,do) 为 度量 空间 , To 为 其 上 传递 的 等 距 映 射 , 那么 

(1) To 在 Xo 上 为 极 小 的 , PIEK y € Xo RS w(y,To) = Xo: 

(2) 设 di 为 Xo 上 另 一 个 与 do 拓扑 等 价 的 度量 并 且 To 相对 于 di 仍然 为 等 距 
的 , 那么 di 与 do 为 一 致 等 价 的 . 

证 明 留 作 习 题 . 

命题 3.7.4 i (Xo,do) 为 度量 空间 ,To 为 其 上 传递 的 等 距 映 射 、 如果 hh: 
(Xo, To) > (X,T) 为 一 致 连续 的 紧 化 ,那么 (X,T) 为 几乎 等 度 连 续 的 . 进一步 有 
h(Xo) C Transp, 其 中 等 号 在 (Xo,do) 完备 时 取 到 . 

证 明 ”因为 To Æ Xo 上 极 小 并 且 h(Xo) 在 XX 中 稠密 , 所 以 h(Xo) C Trans7 
并 且 (X,T) 为 传递 的 . BOE y € Xo, Rx = h(y), 下 面 我 们 说 明定 理 3.2.14(3) 成 立 . 

对 于 任意 ¢ > 0, A h 一 致 连续 知 , 存在 so > 0, 使 得 do(y1,y2) < so HA 
d(hyi,hy2) < e. 由 于 ho}: h(Xo) > Xo FE x 处 连续 , 所 以 存在 6 > 0, 使 得 
d(x,hy1) = d(hy, hyi) < 6 F do(y,y1) < co. 因为 Tiz = T*(hy) = h(Tiy), 所 以 
一 旦 d(x,Tiz) < ô, RA doly, Tey) < co. 由 于 To 为 等 距 的 , 所 以 dolTiy, To y) < 
€o, Vj. 进而 dTiz, Titig) < €, Vj. 

这 样 根 据 定 理 3.2.14(3), (X,T) 为 几乎 等 度 连续 的 , HA dr 为 与 d 等 价 的 在 
Transr 上 完备 的 度量 . AT 相对 于 dr 为 等 距 的 . 

由 引 理 3.7.3(2), h : (Xo,do) > (h(Xo), dr) 为 一 致 同 构 的 . 所 以 如 果 (Xo, do) 
完备 , 那么 (AXo) dr) 也 是 完备 的 . 因为 h(Xo) 在 Transy PRR, 所 以 如 果 do 完 
备 , 就 有 h(Xo) = Transp 成 立 . 口 

定理 3.7.5 如果 (Xo,do) 为 度量 空间 , 并 且 To 为 其 上 传递 的 等 距 上 映射 , 那么 
Hy fi. — ik EG KAE h: (Xo, To) > (X,T), 其 中 (XT) 为 几乎 等 度 连续 的 . 

证 明 ”不妨 设 do 以 1 为 界 (否则 用 min{do,1} 替代 do). i I = [0,1], 在 双向 
序列 空间 12 上 定义 度量 


d(a,b) = sup { ian :1 E z) l 
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在 此 度量 下 I? 为 紧 空间 . RT 为 其 上 的 转移 映射 , 即 Tai = aig, Vic Z. 不 难看 
出 此 时 dr(a,b) = sup{|a; — b;| : i € Z}. 
取 定 点 yo E Xo, EMA: Xo 一 I? 为 


h(y)i = do(Ty, yo) = doly, To (yo)), Vi €Z. 


由 三 角 不 等 式 有 |h(yi)i 一 h(y2)i| < do(y1, y2), Vy1, yo € Xo,i E Z. 另 一 方面 , 取 序 列 
{in} C Z4, E4 T (y2) > yo, 于 是 就 有 |h(y1)i, — h(y2)in| 一 do(Y1,y2). 这 样 就 说 
明了 dr(hyi, hy2) = do(y1, y2). ; 

从 而 为 Xo 到 I7 的 一 致 连续 嵌入 . X A hX) I? 中 的 轨道 闭 包 . A 
为 hTo = Th, 所 以 X 为 不 变 的 并 且 h : (X, To) 一 (X,T) 为 所 要 求 的 紧 化 . 根据 命 
题 3.7.4, 它 为 几乎 等 度 连 续 的 . o 

推论 3.7.6 A (T,g) 为 回复 的 单 生 群 ,并 且 我 们 也 直接 将 之 视 为 以 9 为 旋转 
的 系统 . MARRAKESH RW: (T,g) 一 (X,T), 其 中 (XT) 为 几乎 等 度 连 续 
的 . 

此 时 (X,T) 可 以 延伸 为 (T,g) 的 作用 , 并 且 诱 导 了 一 个 从 (T,g) 到 (AT,T) 的 
BA. ALBA TL T RA Ar 作为 一 个 稠密 的 子 群 , 进而 AT 可 以 视 为 工 的 一 个 紧 
化 . 如 果 工 为 完备 的 , 那么 上 面 从 (T,g) 到 (Ar, T) 的 同 杰 为 同 构 . 

请 读者 根据 上 面 的 各 条 结论 补 出 证 明 . 

命题 3.7.7 设 (X,T) 为 几乎 等 度 连续 的 系统 , (AT,T) 为 其 在 C(X,X) 中 的 
单 生 群 . 设 (X1,T1) 是 可 以 延伸 为 (AT,T) 的 作用 的 系统 , 而 hh: (Xi, Ti) 一 (X,T) 
为 同 态 , 那么 此 同 态 为 几乎 一 对 一 的 , 且 


h-}(Transr) = Transp, C {x € X; :hi(h(z)) = {z}}. 


并 且 (X1, T1) 也 是 几乎 等 度 连续 的 , 而 hh 诱导 了 一 个 从 单 生 群 (AT,,T1) 到 单 生 群 
(Ar, T) 49 F) 45. 

WA 设 zi 为 OES, Mh h ARMA, z = h(x) € Transp. 1K 
h(x2) = z, 因为 zı € Transmn , 所 以 存在 ik > +00, 使 得 Tre 一 z2. 于 是 也 有 
Tit zx. 根据 定理 3.2.14(4), 在 Ar 中 Tw > idx. 因为 (Xa, T1) TIERA (Ar, T) 
的 作用 , 所 以 由 3.7.2, 就 有 TF 一 idy,. 从 而 Të zi 一 21, 自然 就 有 zl = 22. 于 是 
h-!(Transr) = Transz, C {x € Xi :h-!1(h(z)) = {z}}. HH h 为 几乎 一 对 一 的 . 

其 实在 上 面 我 们 已 经 得 到 (Xi, 也) 满足 3.2.14 条 件 (4), PU (%1,T1) 为 几乎 
等 度 连续 的 . 从 生成 元 映射 T 一 人 得 到 (Ar, Ti) 到 (Ar, T) 的 连续 同 态 , HAR 
BAKA Ar 一 C(X1, X1), EIE (X1,T1) 可 以 延伸 为 (Ar, T) 的 作用 . O 

推论 3.7.8 (Akin-Glasner) 34 (X, T) 为 一 致 刚性 的 传递 系统 , (Ar, T) 为 其 对 
应 的 单 生 群 . 那么 存在 一 个 几乎 等 度 连 续 的 系统 (Xi Ti) 它 可 以 延伸 为 (AT, 了 ) 的 
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作用 , HAAR AR: (X1,T1) 一 (X,T), 使 得 它 请 导 了 一 个 从 单 生 群 (Am , 九 ) 到 
单 生 群 (AT, 了 T) 的 同 构 . 

证 明 ”由 推论 3.7.6， 存 在 几乎 等 度 连 续 系统 (六 ,7T)， 它 对 应 的 单 生 群 为 
(Ar, TPR EH, 是 指 在 同 构 的 意义 下 ). 于 是 (XxX, TT) 可 以 延伸 为 (Ar,T) 的 
作用 . 由 于 (X, T) 为 一 致 刚性 的 , 所 以 (Ar, T) 为 回复 的 单 生 群 , 于 是 (X x X,T xT) 
为 一 致 刚性 的 . He (z,%) € Transp x Transz, 设 Xi = w(T x T)(z, £), m T 为 
T xT E X 上 的 限制 . 于 是 (XT) 为 传递 的 度量 系统 ,并 且 (z,%) € Transz . 
易 见 , 到 各 坐标 的 投影 映射 在 (XT) 上 的 限制 映射 六: (XT) 一 (X,T) 以 及 
h:(X1,T1) > (X,T) 为 同 态 . 所 以 根据 命题 3.7.7, h 为 几乎 一 对 一 的 且 (X1,T1) 为 
几乎 等 度 连续 的 . h 诱导 的 从 (An, Ti) 到 (Ar, T) 的 同 态 的 逆 由 (Xi,T) 到 (Ar, T) 
的 作用 给 出 . O 

Hic 3.7.9 ”由 于 存在 非 平 凡 的 、 一 致 刚性 的 极 小 弱 混 合 系统 (Glasner-Maon, 
1989), 它 必 非 几乎 等 度 连 续 的 , 所 以 由 以 上 结论 知 , 几乎 等 度 连 续 的 因子 系统 不 一 
定 为 几乎 等 度 连续 的 . 

继续 讨论 之 前 , 先 复习 一 下 超 空间 与 伪 因 子 的 知识 . 设 X 为 紧 度 其 空间 , 2* 为 
它 的 全 体 闭 子 集 全 体 . 对 A,B e 2*, 其 Hausdoff 度 基 定义 为 


d(A, B) = inf{e : B.(A) 2 BH.B.(B) 2 A}, 


其 中 Be(4) = {x € X : d(x, A) < e}. 在 此 度量 下 2# 成 为 紧 度 其 空间 . 设 ix :XX 一 
2%, rr {2} Z — ARAR. 

对 2* 的 闭 子 集 H, 设 

V(H)= U{A € H} 

为 XX 的 一 个 闭 子 集 . 

Wg: Xi 一 Xs 为 连续 映射 , 则 映射 4 一 g(4) 定义 了 一 个 连续 映射 ge: 2° 一 
2%). 如果 9 为 满 射 , 那么 由 于 g(g-1B) = B, g 也 是 满 射 ， 可 以 证 明 ( 留 作 习 题 ) 
*: C(X1, X2) 一 C(2*1, 2%2) 为 等 距 的 , 即 


D(g1, 92) = D(gix, 92x). 


这 样 , 对 紧 度 量 系 统 (X, 了 T), 我 们 得 到 诱导 的 超 空 间 系统 (2, T.) 如 果 (X,T) 
可 以 延伸 为 单 生 群 (T,g) 的 作用 , 那么 由 同 态 工 一 C(X, X) 与 同 态 * :C(XX) 一 
C(2X,2X) 的 复合 得 到 (T,g) 在 (2*,T.) 上 的 作用 . 

对 系统 (X,T), 设 H H Xx AT, 不 变 子 集 . WHR gH H VB) =X, 那么 
PK (H,T.) 为 (X, 了 T) 的 擅 因 子 . 独 点 集 全 体 ix(X) = {{z} :zeX 定义 了 一 个 与 
(X,T) 同 构 的 伪 因 子 . 而 {X} 称 为 平凡 的 伪 因 子 . 
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WFR h : (X1,T1) > (X2,Te) 为 扩充 , 那么 hy : (2%, Ti) 一 (2%, Toe) 也 是 扩 
充 . WR Hi WA (XT) WAT, 那么 易 见 h.(A1) 也 为 (Xz, 了 T2) HAAS. 
定理 3.7.10 Hh: (X, T) 一 (X2,T2) 为 因子 映射 , HP (Xo,T2) TH. 那么 
存在 2X! 的 一 个 闭 不 变 子 集 玉 以 及 一 个 几乎 一 对 一 扩充 有 hh: (H, T) 一 (X2,T2), 
使 得 对 任意 ACH, 有 
GACh-1h(A)), (3.7.3) 


其 中 等 号 对 H 的 一 个 稠密 Gs 集成 立 . 如 果 记 为 极 小 的 , MA VHE) =X, FAH 
A (XLT) 的 一 个 伪 因 子 . 

证 明 ”因为 h 连续 , 所 以 hR: Xp 一 2X! 为 上 半 连 续 的 . 由 于 4 为 满 射 , 所 以 
对 任意 ye X2, hy) AS. 又 因为 To 为 单 射 , 所 以 不 难 验证 h- oT = T; oh? 
RL, 或 等 价 地 , h! C X x 2%1 为 To x Tr, BÆK. 

因为 h-! 为 上 半 连 续 的 , 所 以 全 体 连 续 点 集 Do 为 X: 的 稠密 Gs 集 . 因为 To 
AAA, D = 门 jcz (Do) 也 是 稠密 的 Gs 集 . + 


Xo = {(y,h-i(y) : y € D} C X2 x 2%. 


设 pi : Xo 一 Xo 为 投射 , 则 pi 为 几乎 一 对 一 的 , 尤其 D C {2 : pi (pi(z)) = {£} 

设 p: R 一 2% 为 第 二 坐标 投射 , 令 H = po(X2). FH {(y, A) € Xo x2% : 
D ACh} 为 包含 h 的 闭 子 集 , 于 是 也 包含 了 Xo. 由 于 p2 为 单 射 , 所 以 
po 成 为 X2 到 H 的 同 胚 . B À = pi o (pa ) : H 一 Xo. 它 为 连续 的 满 射 且 满足 式 子 
3.7.3, 当 4 在 稠密 的 Gs 的 p2(D) 中 时 取 等 号 . 

最 后 , 由 于 DT. 不 变 的 , ho! 为 T2 x Th. 不 变 的 , UX. 以 及 它 的 像 AA 
不 变 的 . 闭 子 集 V(H) 为 Xi AEA AL h BR XD. 于 是 , 如 果 h 为 极 小 的 , 那么 
V(H) = Xi H 五 为 伪 因 子 . o 

定义 3.7.11 一 个 性 质 P 称 为 通 有 的 是 指 它 在 因子 映射 、 几 乎 一 对 一 扩充 以 
及 北极 限 下 得 到 保持 . 

定理 3.7.12 设 忆 为 强 于 传递 性 的 通 有 性 质 . & (X,T) 为 几乎 等 度 连续 的 系 
统 , (Ar, T) 为 其 在 C(X,X) 中 的 单 生 群 . 那么 以 下 命题 等 价 : 

(1) (X,T) € PA, 8 (X,T) 弱 不 交 于 任意 具有 性 质 PHAR; 

(2) 任何 可 以 延伸 为 (Ar, T) 的 作用 的 系统 与 具有 性 质 已 的 系统 梯 不 交 ; 

(3) 任何 具有 性 质 P 且 可 以 延伸 为 (AT,T) 作用 的 系统 为 平凡 的 . 

证 明 (2) > (1) 显然 . 

(1) > (3) 设 (X1,T1) 满足 己 且 可 延伸 为 (AT,T) 的 作用 . FHE (X1, T1) PJ. 
由 (1), (X x X, T x Ti) 为 传递 的 , 并 且 可 延伸 为 (Ar, T) 的 作用 . 根据 命题 3.7.7， 
投射 mi : (X x X1,T x Ti) > (X,T) 为 几乎 一 对 一 的 , 于 是 (X1,T1) 为 平凡 的 . 


- 98 - 第 3 章 等 度 连 续 性 与 Ellis 半 群 理论 


(3) > (2) 用 反 证 法 . 设 (X1,T1) 为 传递 的 且 可 延伸 为 (Az, 了 T) 作用 的 系统 . 设 
(Xo, T2) 满足 P, 但 是 (Xi x X2, Ti x To) 不 是 传递 的 . 我 们 将 构造 一 个 (X1, T1) 的 
非 平 凡 的 伪 因 子 且 满足 性 质 P, 由 于 任何 伪 因 子 可 延伸 为 (AT,T) 的 作用 , 所 以 (3) 
不 成 立 . 

因为 (Xi x Xa, Ti x To) 不 是 传递 的 , 所 以 存在 Xi x Xo 的 一 个 包含 某 非 空 开 集 
Ui x U2 的 真 闭 不 变 子 集 X'. 设 T' 为 元 xT 在 X' 上 的 限制 映射 . i q: X' > X 
与 h:X' 一 Xo 为 投影 映射 在 X 上 的 限制 . 由 于 h(X') 为 闭 不 变 的 且 包 含 Uz, 由 
(X2, T2) 传递 (因为 它 满足 P) Mh 为 扩充 . 

BH! 为 定理 3.7.10 中 构造 的 2X 的 闭 不 变 子 集 , H h : (H',T)) > (X2,T2) 
为 对 应 的 几乎 一 对 一 扩充 . 由 于 P 为 通 有 性 质 , BWA (HT!) 也 具有 性 质 P. S 
H = qx(H'), WEA 2 的 闭 不 变 子 集 ， 下 证 它 为 伪 因 子 . 因为 对 任意 Ac H’, 
4 关 纪 所 以 对 任意 Be H, B4O. 存在 ye Us, HH A=h ly) € H', 于 是 
ADU, x {y} H B=q(A) DU. 这 样 Y(H) X X BE U 的 闭 不 变 子 集 . 由 于 
(X1,T;) 传递 , 所 以 V(H) = Xi, BI H ADAT. AW (H, Tis) 为 (AT) 因子 以 
及 P 为 通 有 性 质 , 它 也 具有 性 质 P. 

最 后 , 只 需 说 明 H 非 平凡 即 可 . 否则 就 有 对 任意 A e H', 成 立 9(4) = X. 设 
z2 € Transr,, 存在 A € H', 使 得 A(A) = z2. 根据 引 理 3.7.3, 有 A C h-1(x2), BẸ 
AC Xı x {xo}. 由 假设 , A = Xi x {x2}. 因为 xz2 为 Th 的 传递 点 , 所 以 包含 4 的 最 
小 的 五 x To 不 变 的 子 集 就 是 Xi x X: 本 身 . 因为 AC X’, 所 以 X 包含 X x Xo， 
矛盾 ! 口 

推论 3.7.13 ik (T,g) 为 一 个 回复 的 单 生 群 ，(X,T) 为 一 个 使 得 (AT,T) 与 
(T,g) 同 构 的 几乎 等 度 连续 系统 . 

(a) 以 下 各 命题 等 价 , 并 且 存 在 满足 下 面 命题 的 单 生 群 (Tg): 

(1) 任何 可 以 延伸 为 (TI,g) 作用 的 极 小 系统 为 平凡 的 ; 
(2) 任何 可 以 延伸 为 (T,g) 作用 的 系统 具有 不 动 点 ; 
(3) 系统 (X,T) 为 扩散 的 ; 
(4) 任何 可 以 延伸 为 (T,g) 作用 的 传递 系统 为 扩散 的 . 
(b) 以 下 各 命题 等 价 , 并 且 满 足 (a) 的 系统 一 定 满足 下 面 命 题 : 
(1) 任何 可 以 延伸 为 (T,g) 作用 的 有 限 系统 为 平凡 的 ; 
(2) 任何 (T,g) 到 有 限 群 的 连续 同 态 为 平凡 的 ; 
(3) 任何 可 以 延伸 为 (T,g) 作用 的 系统 的 周期 点 为 不 动 点 ; 
(4) 系统 (X,T) 为 完全 传递 的 ; 
(5) 任何 可 以 延伸 为 (T,g) 作用 的 传递 条 统 为 完全 传递 的 . 

各 条 命题 的 等 价 性 由 以 上 命题 不 难得 到 , 请 读者 自 证 . 满足 (a) 的 单 生 群 的 存 

在 性 由 Glasner(1998) 得 到 . 


83.8 YE i . 99. 


推论 3.7.14 存在 扩散 但 不 是 弱 混 合 的 系统 . 

证 明 ”因为 几乎 等 度 连续 的 弱 混 合 系统 必 平 凡 (习题 ), 所 以 由 推论 3.7.13 就 
有 结论 . 口 

> 题 3.7 

1. 补 证 引 理 3.7.3. 

2. 补 证 推论 3.7.6. 

3. 证 明 : * : C(X1, X2) 一 C(2*!, 2%2) 为 等 距 的 . 

4. 证 明 : 不 存在 非 平 凡 的 弱 混 合 且 几 乎 等 度 连续 的 系统 . 

83.8 YE i 

对 于 等 度 连续 性 与 distal 的 研究 , 最 早 有 所 突破 的 是 Ellis 的 一 系列 工作 (Ellis, 
1953, 1957, 1958, 1960, 1969; Ellis-Gottschalk, 1960). 在 此 过 程 中 , Ellis 首次 在 拓扑 
动力 系统 研究 中 引入 了 代数 的 方法 , 建立 了 Elis 半 群 理论 . 更 为 本 质地 指出 等 度 
连续 与 distal 联系 的 是 Furstenberg(1963) 的 工作 . 他 指出 , 极 小 distal 系统 实际 上 
是 由 平凡 系统 的 若干 等 度 连续 扩充 得 到 的 , 这 也 是 关于 极 小 流 的 第 一 个 结构 定理 ， 
它 的 出 现 最 终 引 发 了 关于 极 小 流 结 构 定理 一 系列 研究 (Ellis, 1969, 1973, 1978; Ellis 
etc., 1975; Glasner, 1976; Glasner, 2000; McMahon, 1976; Veech, 1977; Woude, 1982; 
Vries, 1993), 这 些 内 容 成 为 抽象 动力 系统 中 最 为 深刻 的 部 分 . 

几乎 等 度 连 续 是 伴随 着 近年 来 对 于 初 值 敏感 深入 研究 而 出 现 的 . 这 方面 的 进展 
主要 归功 于 Auslander, Akin, Berg, Glasner 和 Weiss 等 人 的 工作 (Akin etc., 1996; 
Akin etc., 1998; Akin-Glasner, 2001; Auslander-Yorke, 1980; Glasner-Weiss, 1993). 
JLF distal 的 概念 是 Blanchard(2002) 等 人 中 提出 的 , 而 半 distal 由 Akin 等 提出 . 

本 章 中 关于 几乎 等 度 连续 的 处 理 主 要 取材 于 Akin etc.(1996), Akine-Glasner 
(2001) 等 的 工作 ; 关于 各 类 distal 性 的 刻画 取材 于 文献 (Akin etc.). 关于 Ellis 半 群 
的 内 容 可 以 参见 上 面 提 到 的 文献 , 83.5 中 的 处 理 方式 取 自 文献 (Huang etc., 2003). 
§3.6 中 Furstenberg 的 结构 定理 , 我 们 在 这 里 给 出 的 是 由 Bronstein 给 出 的 简化 证 
明 . 

值得 一 提 的 是 , 最 近 , Glasner, Megrelishvili 和 Uspenskij 给 出 了 Ellis 半 群 可 度 
基 化 的 充分 必要 条 件 (Glasner etc.). 这 个 条 件 与 几乎 等 度 连 续 性 密切 相关 . 


BAR BAAR 


在 第 1 BSA 2 章 中 , 我 们 已 经 接触 了 许多 重要 的 Z+ 的 子 集 组 成 的 族 . 本 章 
首先 系统 地 给 出 有 关 族 的 一 些 概念 , 并 且 指 出 它 与 动力 系统 的 关联 , 然后 运用 它 对 
弱 不 交 性 进行 研究 . 84.1 给 出 关于 族 的 一 些 基 本 概念 与 符号 . 84.2 详细 论述 了 族 在 
动力 系统 中 的 应 用 . 84.3 运用 族 的 观点 给 出 一 些 重 要 定理 的 构造 性 证 明 . 84.4 引入 
族 意 义 下 的 传递 和 混合 的 概念 , 给 出 它们 的 一 些 刻画 . 84.5 讨论 族 混 合 及 对 偶 性 , 给 
出 族 传 递 的 一 个 重要 定理 ;Weiss-Akin-Glasner 引 理 . 
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设 (XT) 为 动力 系统 . 在 前 面 我 们 已 经 看 到 , (X,T) 为 拓扑 传递 的 当 且 仅 当 对 
X 的 任意 非 空 开 集 U,V 回复 时 间 集 N(U,V) 为 无 限 集 ; (X,T) 为 弱 混 合 的 当 且 仅 
当 对 X 的 任意 非 空 开 集 U,V 回复 时 间 集 N(U,V) 为 thick 集 ; (X,T) 为 强 混合 的 
当 且 仅 当 对 X 的 任意 非 空 开 集 U,V 回复 时 间 集 N(U,V) 为 有 限 余 集 . 由 此 可 以 
看 出 , 对 {N(U,V):U,V H X 的 非 空 开 集 } 这 一 Z+ 的 子 集 族 的 描述 可 以 将 上 述 
概念 建立 在 统一 的 观点 之 下 . 另外 , 在 刻画 点 的 回复 性 的 时 候 , 我 们 看 到 , 对 任意 回 
复 点 z 及 其 任意 邻 域 V, 时 间 集 N(z,U) 与 IP 集 密切 相关 . 而 实际 上 这 个 时 间 集 
N(z,U) 的 性 质 也 反映 了 回复 点 的 回复 程度 . 例如 , 当 它 为 syndetic 集 时 , 回复 点 实 
际 上 已 经 成 为 了 极 小 点 . 一 般 地 , 对 于 研究 动力 系统 而 言 , 如 果 能 十 分 精确 地 把 握 集 
合 与 集合 、 点 与 集合 之 间 的 关系 , 将 对 充分 了 解 系统 的 动力 学 性 状 有 极 大 帮助 . 而 
在 这 之 中 , 族 的 方法 起 了 至 关 重 要 的 作用 . 

族 的 概念 最 早 可 以 奶 述 到 在 一 般 拓扑 学 与 数理 逻辑 中 滤 子 的 使 用 . 但 这 种 用 族 
的 观点 来 研究 系统 的 动力 学 性 质 的 思想 首先 由 Gottschalk 和 Hedlund(1955) 引入 
的 . 之 后 有 许多 数学 工作 者 沿 着 这 一 思路 进行 了 有 意义 的 讨论 , 但 真正 得 到 发 扬 光 
大 是 在 Furstenberg 及 其 合作 者 手中 . 他 在 其 经 典 著 作 中 将 这 一 思想 进行 了 深刻 而 
漂亮 的 阐述 (Furstenberg, 1981). 他 的 工作 将 拓扑 动力 系统 与 遍历 论 的 应 用 深刻 地 
植 入 组 合 数论 与 Ramsey 理论 之 中 , 对 相应 的 数学 分 文 有 着 广泛 而 深远 的 影响 . 在 
最 近 几 十 年 中 , Furstenberg 的 追随 者 们 根据 这 一 想法 在 各 个 相关 领域 进行 了 富有 
成 效 的 研究 (Akin, 1997; Bergelson, 1996; Bergelson-McCutcheon, 2000; Hindman, 
1979). 特别 地 ，Akin 在 拓扑 动力 系统 这 一 范畴 下 , 在 其 专著 中 系统 总 结 和 发 展 了 
Furstenberg 族 的 方法 (Akin, 1997). 他 的 工作 不 同 于 前 人 的 主要 之 处 在 于 极度 的 一 
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般 性 、 抽 象 性 与 系统 性 . 以 下 使 用 的 概念 和 记号 也 主要 借鉴 Akin 的 这 本 专著 . 

由 于 本 章 大 多 情况 下 只 涉及 离散 动力 系统 , 即 我 们 的 作用 半 群 是 Z+, 所 以 为 方 
便 与 利于 理解 , 只 讨论 Z+ 上 的 子 集 族 , 而 将 Z+ 换 为 一 般 作 用 群 或 半 群 G 时 , 以 下 
的 讨论 均 是 类 似 的 . 本 节 首 先 介绍 一 些 最 基本 的 概念 与 性 质 , 然后 分 别 讨论 一 些 常 
见 的 族 以 及 它们 的 相互 关系 , 最 后 证 明 Fip 等 族 为 滤 子 . 本 节 基 本 没有 涉及 任何 动 
力 系统 的 内 容 , 族 与 动力 系统 的 关系 将 在 下 一 节 开 始 展开 . 

PAZ, 的 全 体 子 集 构成 的 集合 . 如 果 P 的 子 集 下 具有 遗传 向 上 性 , BS 
Fi.cCRhAK€F, WM F eF, MARK F XH Furstenberg 族 或 直接 简称 为 族 . 
K F 称 为 真 族 , 如 果 它 是 PHAR, 即 它 既 非 空 集 又 不 为 P. 由 遗传 向 上 性 , F 
为 真 族 当 且 仅 当 O¢ PAZ, EF. 

一 个 真 族 F 如 果 对 集合 的 交 运 算 封 闭 , 则 称 之 为 滤 子 , PA, € F, WA 
FAFE F. BE PFE A SEM: 


[A] = {FEP:JA € Ast. AC F}. 


易 见 , [4] 是 包含 4 的 最 小 的 族 . 如 果 [A] 为 滤 子 , BAR A 为 滤 子 基 . 
WR F 为 族 , 则 它 的 对 偶 


kKF={FeP: FAF 49 对 所 有 的 所 < FRL} 
也 为 族 , HE F 为 真子 族 , W kF 也 为 真子 族 . 不 难 证 明 : 
KF ={FEP:Z,\F¢F}. 


PP 的 最 大 的 真子 族 为 由 Z 的 所 有 非 空子 集 构 成 的 族 PL, 它 的 对 偶 族 kP+ 为 最 小 
的 真子 族 {Z+}. FREZEN F 来 表示 族 F 的 对 偶 族 , 但 是 由 于 本 节 要 考虑 关 
于 族 的 各 种 运算 , 此 时 用 符号 kF 要 更 清楚 些 . 

性 质 4.1.1 设 F, Fo 为 真 族 , N 

(1) k(kF) = F; 

(2) Fy C Fo > kFa CAP: 

(3) k(Ua Fa) = Na kFo; k(MNa Fa) = Ua Fa. 

WEAR ANE, 请 读者 自 证 . 

iF, 与 Fo 为 族 , ELZA A Fe ={ANh: HEAL € Fo}. 由 定义 易 
见 Fy U Fe C RF Fo; Fr» Fo = Fo ARAA ACRA FCR- FS. 

命题 4.1.2 RF, Fi, Fo Am, N 

(1) Fi: Fo 为 真 的 当 且 仅 当 Fo C kF. A, A Fi Fa CF SARS 
Fi- kF Ca; 
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(2) 大 是 滤 子 当 且 仅 当 大 = 大 .大 Ht FRÍ, MF CK RF =F: 

(3) 如 F AAR TH, MKF KF) 为 包含 在 FORKS 中 的 滤 子 , 且 此 滤 子 为 满足 
关系 户 . 丰 C 大 的 所 有 万 中 最 大 的 巷 . 

证 明 (1) 首先 , 明显 有 Z+ e 万 :万 ,于 是 万 Fo 为 真 的 当 且 仅 当 Øg Fi Fa. 
即 有 对 任意 AeA 及 任意 Ph E Rf, AN AS RM. 由 此 式 及 对 偶 的 定义 , 就 
有 万 Fo ABA 4 AMY 万 C kF 当 且 仅 当 Fo C kF. 

mR 万 - Fo CF, MW 


(Fi: kF): Fo = (Fi - Fa) -kF CF KF. 


于 是 (Fi -kF)-Fo 为 真 的 , HUE BUEACRA Fi-kF C kF 反之 设 万 .5F C kF, 
由 以 上 已 证 结论 就 有 (万 Fo) kF 为 真 的 , 继而 再 用 一 次 上 结论 就 有 万 Fo CSC 
k(kF) =F. 

(2) 首先 注意 到 FF OCF SRF FE FHF. m F HEF, WF F=F. H 
(1), 就 得 到 F ORF WR FORE OCkF. 

(3) S F=k(F-kF), WF RF HK. 由 (1), F-F CF. 

设 族 万 WEF FCF, M Fi F kFCF- kF. 又 由 (得 到 万 .和 GE 大 
MAFC CŽ. KRAFA =F, AF FCF WAF KRET. 

由 于 UkF CF.kF, 所 以 k(F-kF)Ck(FUkF)=kFNF. 口 

令 Fine 为 Z+ 的 全 体 无 限 子 集 组 成 的 族 , 那么 易 见 它 的 对 偶 族 kFint = For 
全 体 有 限 余 集 组 成 的 族 . RF 称 为 满 的 是 指 它 为 真 的 并 且 满 足 和 .5EF C Fine. 由 命 
题 4.1.2(1) 知 , 上 式 等 价 于 Fa FCF. 由 定义 , Fine 和 cr 为 满 的 , FFA F 为 满 的 
当 且 仅 当 kF HW. 一 个 满 的 族 F 满足 : 


ff CF FHF CF hf GS Fin. (4.1.1) 


如 果 三 为 滤 子 且 满 足 Fr CF, 则 由 Fe FO FF CF @, emt F AH. 
Mie Z4, EX f : Z4 一 214, 使 得 g'(j)=i+j. MPEP, EM gF) = 
{j E Z+ :i 十 jE F}. WRF 为 正平 移 不 变 的 , 如 果 对 每 个 ie Z,, 有 9(F) CF; 
Pik F 为 负 平移 不 变 的 , 如 果 对 每 个 i e Zy, gF) CF; RF 为 平移 不 变 的 ， 
如 果 对 每 个 ieZ4, 有 Fe 人 今 g-i(F)e. 
称 族 F Athick 族 AIGNER F c 丰 及 有 限 集 人 ,和 ,多 <EZ 有 092(F)mn 
gF) N: -Ng (F) E F. 而 对 族 F, 我 们 能 定义 一 个 与 下 相关 的 thick 族 TF: 


TF ={F € F : EAB Ris, io,---, te E€ Zy, 
有 g (F) Ng (F) N+. Ng *(F) EF}. 
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族 7F 为 包含 于 族 F 中 的 最 大 的 thick 族 . 由 定义 知 , 族 F 为 thick 族 当 且 仅 当 
PIS J: 

如 果 RF 为 滤 子 , 那么 族 F 称 为 滤 子 对 偶 . 对 于 滤 子 对 偶 , 其 重要 性 在 于 它 有 
Ramsey 性 质 : 

命题 4.1.3 ” 族 大 为 滤 子 对 偶 当 且 仅 当 它 有 Ramsey 性 质 , Pte UR EF, 
WAR ECF RPLEF me. 

证 明 i F AUP. MR F gF H F gF, WFP CRF AOS EkF. F 
fe FENA FS E kF, 所 以 (Fi U Fo) E kF, SRM Fi UF gF. 

RZ, 对 任意 Fi, Fo E kF, 由 定义 有 Ff EF REG EF. 所 以 FEU FS gF, Bp 
(FL Fo)° gF. Mitt Fin Fo € kF. 口 

滤 子 对 偶 是 一 条 重要 的 性 质 , 正 是 由 于 这 条 性 质 使 得 族 在 Ramsey 理论 中 有 着 
特殊 的 作用 . 

以 下 介绍 一 些 重要 的 族 . 首先 用 与 7 两 个 算 子 从 Finar 出 发 构造 一 些 常 见 的 
族 . 

(1) 首先 是 kfint = Fee, 根据 定义 即 知 它 是 所 有 有 限 余 集 的 全 体 . 易 见 Fine 为 
最 大 的 真 平移 不 变 族 , 而 Fee 为 最 小 的 真 平移 不 变 族 . 

(2) 由 定义 分 析 易 知 , 集合 F 在 Fin 中 当 且 仅 当 它 包 含 了 任意 长 的 区 间 段 ， 
即 对 任意 n € N, 存在 an € F, 使 得 [an,an +n] C F. BRU F X thick H, BẸ 
TFinf = Fee FS F PERO kr Fine 中 当 且 仅 当 存在 自然 数 N, 使 得 对 任意 
i € Z4, 成立 {i i+ 1, i+ NJ} OF’ 40, N KA F 的 间距 . 所 以 F' 为 syndetic 
HJ, BI k7 Fine = Fs. 

(3) rkrFint 中 元 称 为 replete 的 或 thickly syndetic 的 . F € rktFing 4AM 
当 对 任意 正 数 N, {n : [n,n +N] C F} 为 syndetic 的 . 其 对 偶 集 krkrFinf 中 元 称 
为 大 的 或 piecewise syndetic 的 . F € krkrFnt 当 且 仅 当 它 为 某 个 thick BASE 
syndetic 集 的 交集 . 为 方便 , id Fis = TkTFint, Fps = kTkT Fine. 

以 上 各 和 集 为 用 上 与 7 两 个 算 子 从 Fine 出 发 所 能 构造 的 所 有 族 , 它们 都 是 平移 
不 变 的 , H Fee 与 Fis 为 滤 子 ( 留 作 习题 ). 

另 一 类 重要 的 族 与 密度 有 关 , 首先 我 们 回忆 一 些 定义 . 设 4 为 Z| 或 Z 的 


FR 它 的 上 半 Banach 密度 定义 为 ， BD"(4) = lim sup ANT 其 中 了 为 


Z+ 或 也 的 区 间 段 , 而 | | 表示 集合 的 基数 ， 集合 4 的 上 密度 定义 为 d(4) 
|AN1{0,1,.…, 
N 


和 A 为 2 子 集 ， 则 定义 改 为 ÑA) = 
IAN{-N, -N +1,---, N}{ 
DN o 


lim su 
N= Pp 


) 同 理 , 定义 下 半 Banach 密度 BD,(A) 和 


lim su 
人 一 co P 
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下 密度 d(4). 如 果 d(A) = d(A), 那么 称 A ABBA). 

性 质 4.1.4 RE FAZL 或 马子 集 . 则 

(1) BD,(E) < d(E) < d(E) < BD*(E); 

(2) BD*(E U F) < BD*(E) + BD*(F); 如 果 ENF = 2, N] BD,(E U F) > 
BD,(E) + BD.(F); 将 BD*, BD, 换 为 d,d 结论 仍 成 立 ; 

(3) d(E) = 1 — d( E°); BD*(E) = 1 — BD.(E°). 

证 明 留 作 习 题 . 

记 Fai = {A : d(A) = 1} = {A4:d(4)=1} 及 Fina = {4 : BD,(A) = 1}, ET 
为 滤 子 . 并 且 有 


Fi, = hFay ={A: A g Fa} = {4 : d(4°) < 1} = {A : d(A) > 0}. 


同 理 得 到 Fha = kFiba = {A: BD*(A) > O}. 也 记 Fpuba = Fiba 及 fpud = Fay. 
另外 注意 ft = {A: BD*(A) = 1}. 

i E CZ}, WE-E-={a-—b:a > b,a, bE E}, 称 之 为 卫 的 差 集 或 A 集 . 对 

F, 定义 族 的 差 集 为 AF) = HF -F : F e F}, 并 记 其 对 偶 为 A*(F) = k(A(F)). 

易 见 AlFha) = AFi); A(Fs) = A(Fps); A(Ft) = {Z4} 等 . 4 F = Fine 时 , 省 略 
记号 F, 记 其 为 Ant, 而 称 AX, 中 元 素 为 A* 集 . 

命题 4.1.5 每 个 thick RH IP 集 , 而 每 个 IP 集 包 含 了 某 个 差 集 ， 从 而 每 个 
A* 集 为 IP* 集 , 而 每 个 IP* 集 为 syndetic 的 . 

WEBA SH thick 集 ,我 们 将 归纳 地 定义 序列 {pn} C 5, 使 FS({pn}21)5S. 

首先 任意 取 pi € S. 由 于 SH thick, 存在 长 度 大 于 pi 的 区 间 段 . 在 此 区 间 段 中 
取 po, 使 得 pi 十 pz 也 在 此 区 间 段 中 . 假设 已 经 取 好 pi1,p2,… ,pn, 使 得 FS({pi}?_1) C 
S. 由 于 SA thick 的 , 所 以 存在 长 度 大 于 pi + pz 十 … 十 pn WEEE. W pn+i 
为 此 区 间 段 最 小 的 那个 数 , 则 因为 pi + pa 十 … 十 pn 十 Pro MEMRAM, 有 
Pi + Pia +: + Pi, + Pn+1, Y1 S i1 < ig <- < ik S n EWR RY. 于 是 就 有 
FS({p: y) C S. 由 此 归纳 定义 了 {pnjse 1 使 得 FS({pn}%1) E S. 

Ww F = FS({pn} 1) A IP &, S sn =pi 十 pz 十 … 十 pn. 则 sn 一 sm € F,Yn > m, 
即 下 包含 了 一 个 差 集 . 口 

以 上 包含 关系 为 真 包含 (请 读者 给 出 具体 的 反例 ), 即 


RE HA SEES Fy 


ip Z 


下 面 说 明 全 体 IP* 集 组 成 的 族 Fe 是 滤 子 . 
iG AN 全 体 非 空 有 限 子 集 组 成 的 集合 , N (9,U) 为 半 群 . 对 a,b eg, mR 
max{i:7€ a} < min{i : i € B}, WE a < B. 对 互 不 相交 的 序列 {a} CG, E 
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义 
FU({an}21) = { Jai: Be of 
i€B 
称 为 IP 环 . 

对 {pnj} 吕 1 UR a EG, $ pa =) pi W FS({Pn bra) = {pa}aeo. 

ica 

5| 4.1.6 & FAIPK. H#HE MCN, AF 4 IP FR F, BHP SC 
mN. 

证 明 it F = FS({pn}%2%1)， 因 为 模 m 的 同 余 类 有 限 ， 所 以 不 妨 设 pn = 
a(mod m). 设 {an}, CG 为 互 不 相交 的 一 个 序列 , 并 且 每 个 an 为 由 m 个 元 集 组 
成 的 集合 . XE F = FS({po, n) 为 所 求 的 IP FR. 口 

定理 4.1.7 1 G=C,UC2U::-UC,, MAAC; 包含 了 一 个 下 环 . 

证 明 Xt a= {1,12,…,lk} E F, EM pla) = 2-14 2271 +... 4 eo), My 
$ 建立 了 9 与 N 的 一 一 对 应 , HEMET Mt N = (C1) UG(C2) U--- U O(C,). 根 
据 Hindman 定理 , 存在 1 < j <r, 使 得 $(C;) 包含 了 一 个 卫 集 Q. 

首先 注意 到 下 面 的 结论 : 对 任意 11,12,- 2t, Q(r1,22,---, Tt) = {Y : ri +y E 
Qi = 12…, 夺 包 含 了 一 个 卫 集 . 下 面 开始 构造 IP 环 . 首先 任 取 a E€ Cj Rm = 
2": > 9(a1). 取 oz 使 得 9(a2) EQlbai))nrmiN, 则 anai = Ø, az E HHQ) CC; 
以 及 ai Ua: € Ci( 因 为 ai Nag = Ø, 所 以 bai U a2) = olai) + (a2) E Q. 进 
而 ay Ua: € Cj). 归纳 地 , 假设 a1, a2,…,an-1 BARE. 取 an 使 得 plan) 可 
以 被 2 AY MB KER, BETTIE an 不 交 于 aaz, an. 并且 可 以 要 求 
plan) € QEU), 进而 使 得 对 任意 1 <i < iz < < ip Sn- A 
Plai, Vay, UU Qip U An) = Gai Vai, UU i) + (an) E Q. 这 样 得 到 不 交 序 
列 {antzi 1414 FU({an bzo) E Cj. 口 

定理 4.1.8 &QAIPR, LQ=CiUQU::-UC,, MRA C; 仍 包含 了 一 
个 IP 集 . 

证 明 i Q = {pajaeo, WH Q = C1UC2U…U Cr 得 到 9 HHA 9 = 
Di U Dz U.…UD,, 其 中 D; = {a : pa € Ci}. 由 定理 4.1.7, 存在 Di 包含 了 一 个 卫 
FR FU({an} g1). WW FS({pa,}%21) 为 包含 在 Cj 中 的 IP R. 口 

根据 这 个 推论 以 及 命题 4.1.3, 有 

命题 4.1.9 KF ARF. 

族 A* 也 是 滤 子 , 它 的 证 明 依赖 于 Ramsey 定理 : 设 4 为 无 限 集合 , 则 对 任意 
给 定 的 7,k 及 AT 的 任意 大 染色, A 中 必 存 在 无 限 子 集 B, 使 得 B 在 A 的 染色 下 
为 同色 的 . 

命题 4.1.10 A* ART. 
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证 明 (REH A 具有 Ramsey 性 即 可 . 设 {s;}%1 为 递增 的 且 S = {si 一 s;: 
l<gj<i< oo}. A S=S5,US. 及 


P, = {(i, j): sj — si E€ Si}, 1=1,2. 


于 是 由 P,, Pp 得 到 集合 P = {(ij):1 <j <i < o0} 的 一 个 剖 分 . 根据 Ramsey 
EH, 存在 {in} P21, 使 得 所 有 (im, in), m < n 或 都 在 P P, 或 都 在 P 中 . 于 是 
{si}, 一 {fsi }92, 包含 在 Si 或 So F. BP A 具有 Ramsey 性 . 口 
>) wm 4.1 

1. 8 F, Fi, Fo 为 真子 族 , 则 

(1) TT STF; 

(2) Fa C Fe > TF CTF; 

(3) (7 万 ) : (TF2) = T((TFa) - (rF2)) C (Fi + Fe). 尤其 , WR Fi, Fo X thick 族 , M 
Fi» Fo 也 为 thick 的 . 

2. 设 F HÈT, 则 

(1) F 为 负 平移 不 变 的 当 且 仅 当 F H thick 的 ; 

(2) TF 5 rkrkrF AES, HTF C rkrkrF. 进一步 还 有 


tkrkrktF = TKT 大. 
(3) WR F 还 为 平移 不 变 的 , MEA thick 4, HH (2) 有 FC rktkF. 另外 还 成 立 : 
TktkF TKF 一 TK 丰 ， 


TETEF = k(tkF - krkF). 


3. 证 明 Fis, Far 与 万 bal 都 为 滤 子 . 

4. 试 说明 Fint, Fet, Fe, Fs, Fis, Fps 为 由 上 与 7 两 个 算 子 从 Fine 出 发 所 能 构造 的 所 有 
We. 提示 : 证 明 rFinf = TkTkT Fins. 

5 如 果 一 个 滤 子 在 包含 关系 这 个 半 序 下 极 大 , 则 称 之 为 超 滤 子 . 由 Zor 引 理 , 每 个 滤 
子 包含 在 某 个 超 滤 子 中 . 

KF AEF, 证 明 以 下 等 价 : 

(1) F HERET; 

(2) F = kF; 

(3) F 为 滤 子 对 侦 ; 

(4) 对 任意 F C Z4, EA FEF, BZ FEF. 

6. 说 明 式 子 F G Fip SA. 

7. 证 明 性 质 4.1.4. 

8. 证 明定 理 4.1.7 与 Hindman 定理 是 等 价 的 . 
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上 一 节 介 绍 了 族 的 基本 概念 与 性 质 , RHR TAPE RR. 这 一 节 在 正文 与 
习题 中 给 出 大 量 的 例子 说 明 族 与 动力 系统 的 密切 联系 . 其 中 许多 结论 已 经 在 第 1 章 
和 第 2 章 中 遇见 过 , 但 是 为 了 完整 我 们 还 是 给 出 结论 的 陈述 . 

首先 是 syndetic R, 这 是 个 与 极 小 性 密切 相关 的 概念 ， 我们 重 述 前 面 提 到 的 
Gottschalk-Hedlund 定理 (定理 1.3.5): 

定理 4.2.1 设 (XX,T) 为 系统 . 则 点 ZE 为 极 小 的 当 且 仅 当 对 r 的 任意 邻 
域 U, N(z,D) 为 syndetic 49. 

与 回复 点 的 回复 时 间 集 密切 相关 的 是 IP Æ. Hindman 定理 指出 : Fip 具有 
Ramsey 性 , 即 对 任 一 IP 集 的 有 限 剖 分 , 必 有 其 一 剖 分 元 仍 为 IP R (参见 定理 4.1.8). 
很 难 想象 这 个 定理 实际 上 等 价 于 前 面 提 到 的 Auslander-Ellis 定理 (定理 3.3.15): 动 
力 系统 中 任何 点 的 轨道 中 均 可 找到 一 个 极 小 点 与 之 proximal 

命题 4.2.2 Hindman 定理 等 价 于 Auslander-Ellis 定理 . 

证 明 Auslander-Ellis EHAS Hindman 定理 这 个 事实 由 定理 3.3.16 的 证 明 
已 经 得 到 . 而 Hindman 定理 蕴含 Auslander-Ellis 的 证 明 参 见 定理 4.3.4 的 证 明 . O 

IP RESA EJ (idempotent) 密切 相关 , 这 是 Furstenberg 等 人 将 它 取 名 为 IP 
集 的 缘由 . Furstenberg 指出 (定理 1.2.13): 

定理 4.2.3 (Furstenberg) 设 (X,T) 为 动力 系统 . 如 果 ZE 区 为 回复 点 ,那么 
对 r ARA U, N(z,U) = {n € Z,:T"x EU} AIP. AZ, 4° R AIP K, a 
存在 传递 系统 (X,T), 传递 的 ze 和 以 及 zz 的 一 个 邻 域 U, HGF N(a,U) CR. 

将 成 中 的 元 素 称 为 IP* E. 如 果 一 个 点 z 的 回复 时 间 集 为 IP” 集 , 那么 由 IP* 
集 必 为 syndetic HH z 为 极 小 点 . 事实 上 我 们 能 说 得 更 多 . 回忆 一 个 点 称 为 distal 
点 是 指 它 的 轨道 闭 包 中 只 有 自己 与 其 proximal. 

定理 4.2.4 (Furstenberg) 3 (X,T) 为 动力 系统 , cEX. Nar 为 IP* 回复 的 
当 且 仅 当 它 为 distal $. 

证 明 参 见 定 理 3.4.7. 

与 A* 回复 有 关 的 概念 为 几乎 自 守 性 . 设 (X,T) AMMAR, ze X 称 为 
几乎 自 守 点 是 指 对 任意 序列 ni CZ, MRT se > r, WMA TO" 2! > r. 

定理 4.2.5 (XT) 为 可 逆 动 力 系统 , cEX. MAcA A* 回复 的 当 且 仅 


证 明 设 z 为 几乎 自 守 的 ,下 证 它 为 A* 回复 的 , 即 证 对 z 的 任意 邻 域 V 以 及 
任意 序列 {nn} C Z, 存在 > j, (EIR Tg CV. RGR Tr WMA Ts 一 r. 
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则 由 它 为 几乎 自 守 的 , BA TOs’ 一 r. W jE Tr CV. 又 因为 了 >ar, 
BTU k FESS RMA T (Tx) eV. 

反之 , 设 z 为 人 * 回复 的 . 设 T"*z oe ATs! > r". WR a Er, WEES 
离 它们 的 邻 域 页 和 Vo. 由 于 N(2,Vi) 为 人 的, 它 与 {nk 一 nj; :k> 让 的 交 为 A 集 ， 
并 且 得 到 的 A 集 由 {m} 的 子 列 {nk} 决定 . BL Te > a HT > 2", 所 以 
自然 仍 有 Te 一 r HTx > r". 存在 了 使 得 Ta e Ve. MARAT se — r, 
所 以 取 k > j FED KG T (Tx) € Vo. 根据 {ni} 的 定义 知 TOM e Vy, 这 
5 V AV =o F. 所 以 z= x", B z WILE AS. o 

注 记 4.2.6 ”几乎 自 宁 性 是 一 类 非常 重要 的 动力 学 性 质 , 如 果 一 个 系统 有 稠密 
的 几乎 自 守 点 ， 那 么 称 为 几乎 自 守 系统 ，Veech 证 明了 这 类 系统 具有 非常 好 的 结 
H: 一 个 极 小 系统 为 几乎 自 宁 的 当 且 仅 当 它 为 极 小 等 度 连续 系统 的 几乎 一 对 一 扩 
充 (Veech, 1965). 

Furstenberg 定义 点 x 为 regular 的 是 指 存在 不 变 测度 u, 使 得 z A u H generic 
点 , 并 且 对 z 的 任意 邻 域 VU, 有 u(U) > 0(Furstenberg, 1961). 对 于 几 类 密度 集 , 首 
FG, 由 定义 不 难 推出 : 

定理 4.2.7 设 (X,T) 为 系统 . 则 XE 六 为 regular 点 当 且 仅 当 对 工 Hees 
A U, N, U) 为 正 上 密度 集 . 

证 明 留 作 习题 . 

下 面 是 著名 的 Furstenberg 对 应 定理 (其 中 (ID 见 定理 2.3.5): 

定理 4.2.8 记 9 为 Z| 全体 有 限 集 的 集合 . 则 

(I) (1) & E C Z}, X piecewise syndetic 集合 , 则 存在 极 小 系统 (X,T) 以 及 非 
SAR U, 使 得 


foes ru zehcjacs Ne-n ee}; 
nea nea 
(2) 对 任意 极 小 系统 (X,T), 存在 syndetic FH E, 使 得 
faca: e-ve} c facs: rw ee}, 
nea nea 


(Il) (1) 如 果 巨 C Z} L BD*(E)> 0, 则 存在 保 测 系统 (X,A,1,T) 以 及 Ae Ah， 
使 得 (A) = BD*(E), 且 对 任意 a €G, 成 立 


BD* (A (E -»)) >u (nN ara) 


nea nea 


Oi El, ooo a a 


(2) 设 (X, A, LT) HRM AR, 4 E A 且 1(A) > 0， 则 存在 已 C 2 ,使 得 
d(E) > AM4) 且 


facs: me-oze| C es 人 (ne >of. 
nea 了 EC 
Furstenberg 证 明了 他 的 多 重 回复 定理 : 设 (X, A, u, T) 为 可 道 保 测 系统 , ACA 
E 1(4) > 0, 则 对 任意 ke N, 存在 ne N, 使 得 


pANT NT TD 


(Furstenberg, 1961; Furstenberg, 1981; Furstenberg-Katznelson, 1978; Furstenberg 
etc., 1982). 于 是 , 根据 上 面 的 Furstenberg 对 应 定理 就 得 到 著名 的 Szemerédi 定理 : 
任何 正 上 Banach 密度 集 包 含 了 任意 长 的 算术 级 数列 . 这 些 内 容 已 在 第 2 章 中 详细 
讨论 过 . Furstenberg 关于 Szemerédi 定理 的 遍历 证 明 开创 了 动力 系统 的 一 个 胃 新 的 
方向 : 遍历 Ramsey 理论 . 现在 这 套 理论 中 有 着 许多 深刻 而 有 意义 的 结论 (Bergel- 
son, 1996; Bergelson-McCutcheon, 2000; Bergelson-Leibman, 1996; Furstenberg, 1981; 
Furstenberg-Katznelson, 1991; McCutcheon, 1999). 

称 4 为 van der Waerden 集 是 指 它 包含 了 任意 长 的 算术 级 数列 . 记 全体 van 
der Waerden BW Faw. 于 是 , Szemerédi 定理 就 是 说 任意 正 上 Banach 密度 集 为 
van der Waerden 集 , 即 Fouba C Faw. 

最 后 我 们 回忆 两 个 与 回复 性 有 关 的 族 . 

定义 4.2.9 (1) 集会 RAAT) 回复 集 是 指 , 对 任意 动力 系统 (X,T), 任意 
e>0,F#A TEX BneR, 使 得 d(T"zx,7X) <E. 全 体 回 复 集 记 为 Rr. 等 价 地 , R 
为 回复 集 当 且 仅 当 对 任意 极 小 系统 (X,T) 以 及 X 的 任意 非 空 开 集 U, FANE R, 
44 UNTU £ Ø. 

(2) RS R 4k A Poincaré 序列 或 测度 回复 集 是 指 对 任意 保 测 系统 (X, A, u, T) 
以 及 其 任意 满足 w(A)>OH ACA FEE R, KH LU4nT TA > 0. BK 
Poincaré 序列 记 为 Rm. 

根据 定理 1.3.13 及 定理 2.5.4 有 

命题 4.2.10 (1) RE RM 当 且 仅 当 对 任意 满足 BD*(E) > 0 的 E, 成立 
RN (E — E) £2; 

(2) RE RT 当 且 仅 当 对 任意 Fps k E, RÈ RN (E - E) #2. 

根据 前 面 的 符号 , 上 述 命 题 即 为 Rwy = A*(Fpuba); Rr = A* (Fps). 由 于 极 小 
集 必 为 E 系统 , 所 以 Poincaré 序列 必 为 回复 集 . Kriz 在 1987 年 证 明了 存在 回复 集 
但 不 是 Poincaré 序列 的 例子 , 即 Rm S Rr(Katznelson, 2001; Weiss, 2000b). 
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最 后 归纳 上 面 得 到 的 族 , 它们 有 如 下 关系 (其 中 Fe 为 由 全 体 中 心 集 组 成 的 


族 ): 
FG Fag S Flbdi C Fis C Fr C Feen C Fip C A 
C RM = A*(Fpuba) C RT = A* (Fps) C Finf, 
fof CS A(Fps) C A(F puba) C A* C Fin 
C fin © Fs © Fps C Fpuba © Fvaw C Fint. 
习 题 4.2 

1. 完成 定理 4.2.8(1) 的 证 明 . 
2. 说 明 本 节 最 后 所 列 的 包含 关系 . 
3. 证 明 Ru 与 Rr WA Ramsey 性 . 


4. 证 明 以 下 集合 为 Poincaré 序列 : 

(1) 正 上 半 Banach 密度 为 1 集 ; 

(2) aN; 

(3) E- E, 其 中 E 为 无 限 集 ; 

(4) IP 集 . 

5. 对 族 F, ÆN pF = {A : (AF € F)(VN € N)(San € N)s.t.an + (FN [1, N]) C A}, 
称 pF 中 元 素 为 分 段 F R. AM pF) = Fos; 分 段 正 上 密度 集 为 正 上 Bananch 密度 集 . 设 
F C Z4, 证明 : 

(1) F 为 分 段 IP 集 的 当 且 仅 当 对 任何 动力 系统 (X, T) Ree xX ETc 中 有 回复 点 ; 

(2) F € Fps 的 当 且 仅 当 对 任何 动力 系统 (X,T) 及 zeX 在 TFz 中 有 极 小 点 ; 

(3) F 为 正 上 半 Banach 密度 的 当 且 仅 当 对 任何 动力 系统 (X,T) 及 zx EX 在 TFz 中 
存在 regular 点 , 即 在 TFz 中 存在 相对 于 某 不 变 测度 HY generic 点 y, 且 满 足 y € suppy. 

6， 设 X 为 紧 致 度量 空间 ，{za}aeo HX 中 的 G 序列 . 如 果 对 于 IP H F, 极限 
IP- lim za = © 是 指 对 于 z 的 邻 域 U, 存在 6 EG, 使 得 任意 满足 a > p H acg, 有 
za E U. 证 明 : 对 于 任意 X 中 9 序列 {za}aeo ARIER IP BF, FE IP FHF’ CFR 
z E X, 使 得 IP- Jim, Ta = © 成 立 . 并 证 明 上 述 命题 与 Hindman 定理 等 价 . 

7. BY HER, 称 一 个 9 序列 定义 了 一 个 IP 系统 是 指 对 任意 a = {ii,i2,…,ik} EF, 
有 Ya = Yi Yin Yir IP 系统 可 以 视 为 半 群 的 一 种 推广 ， 易 见 , 如 果 anp = o, RA 
Yous = Yaya. WR {Ta}aeo 为 C(X, X) 中 的 IP 系统 , 经 常 直 接 称 {Ta}aeo 为 空间 X 上 
的 IP 系统 . 例如 , 对 于 任何 IP R {na}aeo, Ta = T” 就 定义 了 一 个 IP KH. 

设 {Ta}aeo 为 空间 X 上 的 IP 系统 . 证 明 : 存在 ry © X MIP HF, (4G IP 一 
lim Tax = y, 并 有 IP- lim Tay = y. 

8. KARZ FRR, 称 之 为 剖 分 正则 的 指 对 己任 意 有 限 剖 分 , 必 有 其 中 痢 分 元 包含 
APE. 证 明 : 如 果 A 为 平移 不 变 的 , 那么 它 为 剖 分 正则 的 当 且 仅 当 每 个 syndetic 集 包 含 
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了 APER. 如 果 .4 为 平移 不 变 的 且 其 中 元 素 均 有 限 , 那么 它 为 剖 分 正则 的 当 且 仅 当 每 个 
piecewise syndetic 集 包 含 了 A 中 元 素 . 

9. 设 4 是 马子 集 族 , 称 之 为 密度 正则 的 指 对 任意 具有 正 上 密度 的 集合 均 包 含 APE 
元 . 证 明 : 

(1) 任何 密度 正则 的 子 集 族 为 痢 分 正则 的 ; 

(2) WR A 为 平移 不 变 的 且 其 中 元 素 均 有 限 , 那么 它 为 密度 正则 的 当 且 仅 当 每 个 具有 
正 上 Banach 密度 的 集合 包含 了 A 中 元 素 ; 

(3) 设 4 定义 为 : F € A 当 且 仅 当下 HE IP 集 的 平移 . 证 明 这 个 集合 族 为 剖 分 正则 但 
不 是 密度 正则 的 . 提示 : $ E = Uo(k 十 31?Z) RF = (-EVE)*. 证明 d(F) > 2/3 H 
不 包含 任何 A 中 元 . 

10. 证 明 : R 为 回复 集 当 且 仅 当 对 任意 有 限 剖 分 Z = Ui. Ci, 存在 前 分 元 Ci, 使 得 
RN(C;— 0) #8. 

11. 证 明 , (a) R 为 回复 集 当 且 仅 当 和 集合 族 A= {(a, a 十 7) :a € Z,7 eR} 为 剖 分 正则 
的 ; 

(b) R 为 Poincaré 序列 当 且 仅 当 集合 族 A = {(a,at+r):a€Z,reR} 为 密度 正则 的 . 

12. (中 心 集 基本 定理 ) 设 5 为 N 的 中 心 集 以 及 m > 1 为 任意 整数 . 那么 对 Z” 中 任意 
IP 系统 {va}aeg, 存在 IP 环 FY 以 及 IP 系统 {ha}oera) CN, HE ha +a E Sm VF, 
H+ s™=SxSx---xSWRA” =(h,h,---,h) E N”. 

NE 


mK 
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本 节 尝 试 给 出 一 些 重要 结论 的 构造 性 证 明 , 其 中 包括 对 任何 点 都 能 在 其 轨道 闭 
包 中 找到 极 小 点 使 得 与 其 proximal 等 结论 . 这 些 定理 在 前 面 用 Ellis 半 群 等 工具 已 
经 给 过 证 明 . 我 们 的 证 明 尽量 用 构造 性 的 方式 , 一 方面 是 为 了 体现 族 的 作用 , 另 一 
方面 希望 这 样 做 能 对 定理 有 更 为 深刻 的 理解 . 

引 理 4.3.1 设 (X,T) 为 动力 系统 . Rae ec Rec(T) L {Vi}; X z 的 一 组 邻 
域 , 那么 存在 某 个 IP 集合 FS({pi} 吕 1), E4 FSP} n) CVn 对 每 个 ne 时 成 立 . 

证 明 与 定理 1.2.13 证 明 类 似 , 请 读者 自 证 . 

Xt Z, OFS FA eX, EM T(x) = {Ti(z):ierF}. 

引 理 4.3.2 i (X,T) 为 动力 系统 及 Q 二 FS({pi}>?1). 对 任意 LEX, HAE 
y ET9zNRec(T) 以 及 {pn,}21 C {pi}, 使 得 对 y 的 任意 邻 域 D, HER j, 使 得 
FS({Pn, }72;) E N(y,U) E (x,y) € P(X,T). 

证 明 i Ky =T?z, P, =Q UB on, € {vi} 21. 那么 


PN (Pi — Pn) 2 FS({pi jizn). 
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Kı ATP% Ky D TRAPP ag, 
r ‘ i 1 
令 KAT? K = U; Kin 其 中 Kii ABABA diamKii < z 于 是 有 


P, N (Pı — Pn, ) = (Jin € P, N (Pı — Pn,) ne Aik ae = Kii}. 
i=1 


根据 Hindman 定理 , 存在 j, 14 Po = {n € PiN (Pi -— pn) : Tr € Kip} W 
PiN (Pi -pn,) HY IP FẸ. 令 Kz = Kij. 易 见 Kz C Ki, diamK2 < 3 TP Ky C Ky 
H Trc Ko. | 

归纳 地 , 我 们 得 到 {pni} C {pi}, IP BP, DP. D--- WRAFRK, 2 K22 
使 得 diamK; < 5 Pn, € Pj, T" Kj C Kj H Tz C Kj. 令 ye 门 21 Ki. 容易 


验证 它 满足 条 件 . 口 
命题 4.3.3 1 (X,7) 为 动力 系统 . 如 有 果 z E Rec(T), 那么 对 任意 LEX, 存在 
¥ y € orb(x), 使 得 (z,y) X X xX HARB. 


证 明 设 }se 1 为 z 的 邻 域 基 , 由 引 理 4.3.1, FER IP 集合 FSpS ), 使 
得 FS({pi}%,) C Vn 对 任意 ne N 成 立 . 设 y 为 如 引 理 4.3.2 中 所 得 到 的 回复 点 . 
那么 对 z,y 的 任意 邻 域 0,V, 有 

N((z,y),U x V) = N(z,U)N Ny, V) 4 Ø. 口 

定理 4.3.4 (Auslander-Ellis) 设 (X,T) 为 动力 系统 . 则 对 任意 CCX, AŽ 
Hh È yE orb(z)， 使 得 (x,y) A proximal 44. 

证 明 ”首先 orb(z) 中 存在 极 小 集合 Y, MEM 1.3.3. 

我 们 将 找到 一 个 thick 集合 A, 使 得 T4z\T4z CY 成 立 . 于 是 , 如 在 A 中 取 
Fe IP FR Q, 由 引 理 4.3.2, 存在 某 y € TQznR(X), 使 得 (z,y) € P(X,T). 由 于 
y ET9z \ TRz CY, y 为 极 小 点 , 这 样 就 完成 了 证 明 . 


BV, = fz EX :d(z,Y) < 可 则 {Va} ,为 的 邻 域 基 , 令 5, > 0, 使 得 当 


d(x’, x") < ôn 时 ,有 d(Tizx’,Tiz’) < = ,t=0,1,---,n—-1 KM. 因为 YC orb(z), 所 
以 存在 某 in, 使 得 (Tina, Y) < ôn. abe Y 为 不 变 集 , 所 以 d(Tmtiz,Y) < Ej = 
01 ml1 设 4= Us fin tjp. 由 上 面 的 构造 , 有 TazNT4zCY:.， O 

注 记 4.3.5 Eq nn 定理 的 证 明 用 到 了 Hindman 定理 , 而 定理 
3.3.16 的 证 明 依 赖 于 Ellis 半 群 理论 . 


证 明 引 理 4.3.1. 
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64.4 族 传递 性 与 族 混 合 性 


定义 4.4.1 BHF Cine, 系统 (X, T) AF 传递 的 是 指 对 义 的 任意 非 空 
FRU BV, N,V) EF RÈ. 称 (X,T) AF BSH RA (X xX,T xT) AF 
传递 的 . 

U FR Fine 时 , 大 传递 即 为 传递 性 , 而 下 混 合 即 为 弱 混 合 ; 当下 取 Fe 时 , F 
传递 与 下 混合 是 同一 概念 , 即 强 混合 . 

设 族 F OC Fine, 系统 (X,T) RAF 中 心 的 是 指 对 任意 X 的 非 空 开 集 U, 成 立 
N(U, V) Er 和 .我们 经 常用 以 下 定理 来 判别 F 传递 性 . 

命题 4.4.2 FHAA, PEREGA, 那么 系统 (X,T) AF 传递 的 当 且 
仅 当 它 为 传递 的 并 且 为 F 中 心 的 ， 

证 明 ”由 于 下 为 真 的 且 平 移 不 变 的 , 所 以 F C Fine. 于 是 , WR (X,T) WF 
传递 的 , 那么 它 为 传递 的 . HEM, EA F 中心 是 显然 的 . 

RZ, 如 果 U,V AX 的 非 空 开 集 , 那么 由 传递 性 , 存在 ;es zZ, 使 得 W = 
UNTV #4 Ø. 易 验证 : 

N(U,V) 2 N(W,W)+i. 


TE, 由 (X,7) 为 下 中 心 的 以 及 FAPBAREN, A NU, V) EF, BI (X,T) AF 
传递 的 . 口 

一 类 重要 的 族 传递 系统 为 前 面 提 到 的 拓扑 遍历 性 . 一 个 系统 (X,T) 称 为 拓扑 
遍历 的 是 指 它 为 syndetic 传递 的 , 即 Fs 传递 的 , 简 记 为 TE 的 . 由 推论 3.2.7 的 证 
H, A E 系统 (从 而 M 系统 ) 为 拓扑 遍历 的 . 由 于 syndetic 族 与 thick RA ARM 
族 , 所 以 任何 拓扑 遍历 系统 与 弱 混 合 系统 的 乘积 系统 为 传递 的 . 

在 给 出 一 般 的 族 混合 刻画 之 前 , 我 们 先 重 述 前 面 关于 弱 混 合 的 若干 刻画 (参见 
定理 1.4.5): 

定理 4.4.3” 设 (X,T) 为 动力 系统 , 则 以 下 命题 等 价 : 

(1) (X,T) 为 弱 混 合 的 , 即 (X x X,T x T) 传递 

(2) 3} X 的 任意 非 空 开 集 U,V, 有 N(U,U),NNN(U,V) € Fins; 

(3) 对 X 的 任意 非 空 开 集 Ui, U2, Vi, V2, 存在 非 空 开 集 U,V, 使 得 N(U, V) c 
N(Ui, V1) A N(U2, Va); 

(4) {N(U,V)|U,V AX ESR} 生成 一 个 滤 子 ; 

(5) (X,T) 为 Fy 传递 的 . 

由 以 上 定理 , 我 们 就 不 难得 到 族 混合 的 刻画 : 

定理 4.4.4 (XT) 为 动力 系统 , 下 为 满 的 族 , 则 以 下 命题 等 价 : 

(1) (X,T) 为 下 混合 的 ; 
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(2) (X,T) 为 TF 传递 的 ; 

(3) (X,T) 为 大 传递 且 为 弱 混 会 的 ; 

(4) 存在 平移 不 变 的 滤 子 FCF RE (X,T) AF! 传递 的 . 

证 明 (1) > (3) BR. 

(3) > (4) 由 上 定理 (4), 由 {N(U,V)IV,V 为 X 非 空 开 子 集 } 生成 的 滤 子 即 为 
所 求 . l 

(4) > (1) 设 F KRT, TÆ N(x U2, Vi x V2) = N(U1,Vi) AN (U2, Va) E F'. 
这 样 , (X x X,T xT) AF’ 传递 的 , 进而 (X,T) 为 F RAH. 

(4) > (2) 平移 不 变 的 滤 子 为 thick 的 , 所 以 万 = rF CTF. 

(2) > (3) 由 于 TF C F, (X,T) 为 下 传递 的 . AF C 7Fint, 于 是 由 定理 
4.4.3(5), (X,T) 为 弱 混 合 的 . 口 

推论 4.4.5 8 (X,T) 为 动力 系统 且 F 为 满 的 族 . 如 果 (XT) 为 FRA, 
则 对 任意 NEN, (X, T) AF RSH. AH, 弱 混 合 系统 为 完全 传递 的 . 

除 强 、 弱 混合 外 , 一 种 重要 的 混合 性 为 mild 混合 . 关于 mild 混合 , 在 81.4 已 经 
详细 讨论 过 , 我 们 仅 在 这 里 回顾 一 下 它 的 一 些 性 质 . 首先 , 一 个 动力 系统 (XT) 为 
mild 混合 的 是 指 它 弱 不 交 于 任何 传递 系统 . 由 定义 , mild 混合 系统 弱 不 交 于 自己 ， 
于 是 必 为 弱 混 合 的 . 因为 强 混合 为 Fee 传递 , 所 以 弱 不 交 于 所 有 传递 系统 , 于 是 必 为 
mild 混合 的 . 关于 mild 混合 严格 介 于 强 、 弱 混合 之 间 , 我 们 将 在 第 8 章 给 出 具体 例 
子 , 也 可 参见 下 面 的 注 记 4.5.6. 

前 面 定 理 1.4.11 给 出 了 mild 混合 的 回复 时 间 集 : 

定理 4.4.6 i (X,T) 为 动力 系统 . 则 (X,T) 为 mild 混 会 的 当 且 仅 当 (X,T) 
为 A*(Fip) 传递 的 . 

下 面 刻 画 扩 散 和 强 扩 散 系 统 的 回复 时 间 集 ， 首 先 , 回忆 它们 的 定义 ， 称 系统 
(X,T) 为 扩散 的 是 指 它 弱 不 交 于 所 有 极 小 系统 ; 而 强 扩散 是 指 它 弱 不 交 于 全 体 卫 系 
统 . 因为 极 小 系统 为 E 系统 , 所 以 强 扩散 系统 为 扩散 的 ， 

定理 4.4.7 i (X, 了 ) 为 动力 系统 . 则 以 下 命题 等 价 : 

(1) (X,T) 为 强 扩散 系统 ; 

(2) 对 X 的 每 对 非 空 开 集 U,V, N(U, V) € A*(Fapba); 

(3) 3t X 的 每 对 非 空 开 集 U,V, N(U,V) 为 Poincaré 序列 . 

证 明 ”由 定理 2.5.4 或 命题 4.2.10, 知 (2) 和 (3) 等 价 . 

现在 证 (2) 蕴含 (1). 假设 对 X 的 每 对 非 空 开 集 U,V 和 每 个 正 上 半 Banach 密 
BERS CZ,,@ N(U,V)A(S—S)#@ Maz. BR, N(U, V) 为 无 限 集 , XR, (X,T) 
为 传递 系统 . 设 (YW) AE AS, UV AY 的 非 空 开 集 . 假设 y WV 中 的 传递 
点 , 那么 存在 no CN, 使 得 ye Vi H W™ (y) e Ui. 因此 存在 y UFRR Q C V W 
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fe W"°(Q) C U. 这 说 明 N(Vi, U1) > N(Q,Q) +70, N(Q,Q) = N(y,Q) — N(y, Q). 
由 定理 2.6.2, N(y,Q) 为 正 上 半 Banach 密度 集 . 

这 样 , 由 假设 知 N(U,T™(V)) NO N(Q,Q) 4 2, 因此 (no+ N(U,T-"°(V))) 9 
(no + N(Q,Q)) # 8， 注意 到 N(U,T-™(V)) c N(U,V) — no, A N(U,V) A 
N(U1,V) # Ø. 从 而 N(U x U,V x Vi) = N(U, V) n N(U1, Vi) # Ø, BI (X,T) 
为 强 扩散 系统 . 

现在 证 明 (1) 蕴含 (2). 假设 (X,T) 为 强 扩散 系统 . WR (YW) HEAR, 有 
N(U x B,V x B) = N(U,V) N N(B, B) 42, EP U,V 为 X 的 非 空 开 集 ,B 为 Y 
的 非 空 开 集 . 对 给 定 正 上 半 Banach 密度 集 Sc Z4, 定义 ze 号 = {0,1}, 使 得 
zi 二 1 当 且 仅 当 ie53, 把 z 称 为 在 {0,1} HRM ON 为 z ERB OF 
的 轨道 闭 包 , 4(1) = {y EY : y(0) = 1}. 现在 根据 定理 2.5.3, 存在 o 不 变 测度 u Wi 
Æ w(A(1)) > 0. 由 遍历 分 解 定理 知 , 存在 遍历 测度 v, 使 得 z(4(1)) > 0. AY Av 
的 支撑 , B =Y NA). 注意 到 BAY 的 开 集 . 有 


S-S>{n€Z,:v(0-"(B)NB) > 0} > N(B, B). 


因 (Y,W) HE 系统 , N(U,V)ON(B,B) 4 Ø, HIM N(U,V)N (S — S) £ 2. 口 

类 似 于 定理 4.4.7, 扩散 系统 的 回复 时 间 集 有 如 下 刻画 . 

定理 4.4.8 i (X,T) 为 动力 系统 . 则 以 下 命题 等 价 : 

(1) (X,T) AF RAB; 

(2) 对 X 的 每 对 非 空 开 集 U,V, N(U,V) € A* (Fps) = A*(Fs); 

(3) AX 的 每 对 非 空 开 集 U,V, N(U, V) 为 回复 集 . 

证 明 ”由 定理 1.3.13 或 命题 4.2.10, 我 们 知 (2) 和 (3) 等 价 . 

现在 证 (2) 蕴含 (1). 假设 对 X 的 每 对 非 空 开 集 U,V 和 每 个 syndetic R S C Z4, 
A N(U,V)N(S—S)#@ MIL. (YW) 为 极 小 系统 . 由 定理 1.3.5, WR y EYA 
QA y 的 邻 域 , 则 N(y,Q) 为 syndetic 集 . 因此 , 类 似 于 定理 4.4.7 证 明 的 第 一 部 分 ， 
对 X 的 每 对 非 空 开 集 U,V ALY BY SET IES IROL, A NCU x U,V xn) #o 
IL, 即 (X,T) 为 扩散 系统 . 

最 后 , 我 们 证 明 (1) 蕴含 (2). 假设 (X,T) 为 扩散 系统 . 那么 如 果 (YW) 为 极 小 
AB, WA N(U x B,V x B) = N(U,V)NN(B,B) 4 2, HH U, V AX BABIES, 
B 为 Y 的 非 空 开 集 . SCZ, 为 syndetic 集 , 并 且 z 为 它 在 {0,1} ”的 指示 函数 . 
SY Ac PRA FRR, B= {y EY:y(0) = 1}. 5 为 syndetic 集 这 一 事实 
蕴含 着 B 非 空 且 N(B,B)CS—S. A (Y,W) 为 极 小 系统 , N(U,V)ON(B, B) #2, 
进而 N(U,V)N(S—S)4@. 口 
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习 题 4.4 

1. F 传递 性 与 混合 性 为 通 有 性 质 , 即 在 因子 保持 的 、 几 乎 一 对 一 扩充 保持 以 及 逆 极 限 
下 保持 的 . 

2. 设 (X,T) 为 动力 系统 , (2*,T) 为 相应 的 超 空间 系统 ,为 full KR. 则 以 下 等 价 : 

(1) (X,T) AF RBH; 

(2) (2*,T) X F REH; 

(3) (2%, T) 为 F 传递 的 . 

3. BW C Z+, 如 果 对 每 个 等 度 连续 系统 (Y, p, T) 和 < > 0, 存 在 yo € Y H n € W\ {0}, 
使 得 p(T” (yo), yo) < < RE, WH W CZ, 为 相对 于 群 旋转 的 回复 序列 . 

系统 称 为 弱 扩 散 的 是 指 它 与 所 有 极 小 等 度 连 续 系统 弱 不 交 . 设 (X,T) 为 动力 系统 , 证 
明 以 下 命题 等 价 : 

(a) (X,T) 为 弱 扩 散 系 统 ; 

(b) N(UU,V)N(S—S) # Ø 对 XX 的 每 对 非 空 开 集 U,V 和 每 个 具有 形式 S= N(yo, B) 
成 立 , 其 中 (Y, S) 为 极 小 等 度 连 续 系统 , yo CY, BA yo 的 邻 域 ;. 

(c) 对 X 的 每 对 非 空 开 集 U,V, N(U,V) 为 相对 于 群 旋转 的 回复 序列 . 


84.5” 弱 不 交 性 与 对 偶 性 


Furstenberg(1967) 用 类 似 于 两 个 数 互 素 的 概念 在 遍历 论 与 拓扑 动力 系统 中 引 
入 了 两 个 系统 “不 交 ” 的 概念 以 分 析 两 个 系统 的 动力 学 性 质 是 否 相 差 很 大 ， 稍 后 ， 
Peleg(1972) 引入 略 弱 的 概念 “ 弱 不 交 性 ”. 现在 , 无 论 在 遍历 理论 还 是 在 拓扑 动力 系 
统 中 , 不 交 与 弱 不 交 的 思想 已 经 得 到 极 大 的 发 展 与 应 用 (Auslander, 1988; Glasner, 
2003; Rudolph, 1990). 我 们 在 上 一 节 已 经 从 一 些 具 体 的 例子 研究 了 弱 不 交 性 与 系统 
回复 时 间 集 的 联系 , 而 在 这 一 节 我 们 将 更 为 深入 地 研究 弱 不 交 性 , 主要 讨论 对 偶 性 
质 . 我 们 将 在 第 9 章 详细 讨论 不 交 性 , 并 给 出 不 交 性 与 弱 不 交 性 的 关系 . 

称 两 个 系统 为 弱 不 交 的 是 指 它们 的 乘积 系统 为 传递 的 . 如 系统 (X,T) 与 (Y, 9) 
弱 不 交 就 记 之 为 (X,T) 人 (Y,g). 设 大 为 满 的 族 , 那么 由 对 偶 的 定义 , 任何 F 传递 
的 系统 与 KF 传递 的 系统 为 弱 不 交 的 . 

设 P 为 动力 学 性 质 , 以 (X,T) E€ P 来 记 系 统 (X,T) 有 性 质 P, 即 也 用 P 表示 
具有 性 质 P 的 所 有 动力 系统 全 体 . w P^ 为 与 所 有 具有 性 质 P 系统 弱 不 交 的 系统 
全 体 . 首先 有 以 下 性 质 ( 留 作 习 题 ): 

性 质 4.5.1 设 书 为 强 于 传递 性 的 性 质 , 则 

GO cia eam gee ao oe CPR 

(2) (PA) SP; 

(3) PA = ((P*)*)*. 
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两 个 动力 学 性 质 P 及 Po KARATE Cie PA = P A PA =P. F 
是 , 如 果 P 为 强 于 传递 性 的 性 质 , 就 有 PA 与 P^^ 是 互 为 对 偶 的 . 一 般 而 言 , 要 刻 
画 PA 并 不 是 一 件 容易 的 事情 , 更 不 用 说 决定 满足 P = Pay P. 下 面 我 们 将 P 
限制 为 天 传递 来 考虑 这 些 问题 . 从 Weiss-Akin-Glasner 定理 开始 讨论 . 这 个 定理 首 
先 由 Weiss 给 出 弱 混 合 的 情况 , 而 Akin 及 Glasner 给 出 下 形式 : 

定理 4.5.2 (Weiss-Akin-Glasner 定理 ) 设 大 为 真 的 、 平 移 不 变 的 thick 族 . 则 
一 个 动力 系统 为 k 太 传递 的 当 且 仅 当 它 弱 不 交 于 所 有 F 传递 的 系统 . 

TERA KET FRY Weiss-Akin-Glasner 引 理 : 

定理 4.5.3 (Weiss-Akin-Glasner 引 理 ) 设 丰 为 真 的 , 平移 不 变 的 thick RAK 
4e 丰 . 则 存在 某 太 传递 的 系统 (XT) RX 的 开 子 集 U 满足 N(U,U) = AU {0}. 

证 明 ”首先 , 引入 一 些 符号 . P 称 为 一 个 词 是 指 , P 为 Z+ 的 一 个 有 限 子 集 且 
Oc P. $; |P| =max{t:te P} +1 AH P RÆ; WH 7(P) = {t1 — te: th È te, ti, te € 
P} 为 PP 的 间隔 值 集 . 显然 , Y(P) 为 一 个 词 . 可 以 将 PP 与 {0,1} 符号 的 一 个 长 度 为 
IP| 有 限 词 (zozl …'zlPl-1) 等 同 视 之 : zk =1leke P. AR, WR P 出 现在 无 限 
序列 x e {0,1} 中 时 , 那么 其 中 “1” 之 间 的 间隔 数 集 就 是 Y(P), 并 且 在 转移 映射 
下 , 这 个 间隔 值 集 是 不 变 的 . 

HPQ 为 词 , a 为 非 负 整数 , 定义 


PoQ = PU{t+a+|P|:t € Q}. (4.5.1) 
易 知 
y(PaQ) =7(P) U7(Q) U {a+ tz + (|P| — t1) : t1 € P, t2 € Qh. (4.5.2) 


i] PoQ 相当 于 在 词 P 后 加 上 a 个 0, 再 加 上 Q 得 到 的 . 如 果 a = 0, Wid PQ = 
Pad. 

# g : Zy > Zy, P) =it+j. TÆ g (A) = {GZ :i+7 € A}. Mi PR 
ACZ 定义 

g7? (A) = ()g (A) = {s €Z,:8+te A, Yt € P}. (4.5.3) 
teP 

由 于 F H thick 的, 如 果 4 e F, 那么 对 任意 词 P REg P(A) EF. 

容易 验证 , 对 词 P, Q 以 及 ACZ 有 断言 : 


7(P)U7(Q) © AHa E gP (A) => 7(PaQ) C A. (4.5.4) 


特别 地 , 当 P= Q 时 ,有 7Y(P) 5 A 以 及 aeg-7YPP)(A) BE y(PaP) C A. 
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现在 我 们 开始 构造 (X,T). RACH AOGA. 以 下 归纳 定义 Bo CB C-C 
B,C: WR Z4 的 子 集 列 A 2 A 2 … HÆR >(B,) CA. 
首先 , 令 Bo = {0}, Æ = g 7Y(BoB0)(A) = gA) = {a} : i = 0,1,---}. + 
Bi = Boa} Bo = {0,09 + 1}, Wy(Bi) = {a8 +1} CA. 假设 已 经 定义 好 了 BoC 
Bı C-:-CB, HA (Bi) CA, i=1,2,---,n. WXtn>0, £ 
A® = "Pn = {aP :i=0,1,2,-++}. (4.5.5) 
此 处 假设 a? 按 递增 顺序 排列 . 定义 Baar 为 


Brit = (BnogBn)B"_1(Bn-1077* Bn—1)Br_» 
+++ B3 (Boo? _» Bo) BT (Bian_1 Bi) 5 (Boan Bo). (4.5.6) 
以 下 选择 参数 Bo; T, PESE nae 使 得 l 
Bap cA (4.5.7) 


首先 , 因为 对 i = 0,1,---,n, ab € 4 以 及 归纳 假设 (Bi) C A, 根据 (45:4) 
有 Y(Bio%_iBi) C 4 下面 开 始 选择 8?,i = 0,1,…,n 一 1. & Co = Boa® Bo, 
D; = Bio jiBii=12 0. W BP e g- V1) (A), 定义 Cy = Di BPCo. Wes 
(4.5.4) 有 7(Ci) C A. 按 此 方式 逐个 定义 Ci, 即 如 已 定义 Ci, 使 得 (Ci) C A, 那么 
选取 BP e go VPC) (A), 再 定义 Cin = Dip brO. 同样 由 (4.5.4) 有 


~(Ci41) C A. (4.5.8) 


最 后 取 Boyi 为 按 此 定义 得 到 的 Ch. 
观察 (4.5.6), 易 得 
|B,| 一 œ, n- oo. (4.5.9) 


定义 x € {0,1} + 为 所 有 B 的 并 , 即 
Zi 二 1 今 Hn, i € Bn. (4.5.10) 


右边 等 价 于 : ie Bn 对 满足 ;和 |B,| 的 所 有 n EAL. 在 {0,1}2+ 中 定义 开 集 (也 为 
闭 集 ): 
U(Bn) = {y : Vi < |Brl,yi=1eie Br}, (4.5.11) 


其 中 下 标 大 于 |B,| 的 数 的 选取 是 任意 的 . 易 见 有 


U(Bo) 2 U(Bi) 2 U(Be) 2.……. 
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于 是 站 =:Z(Bn) = {x}, HA {UV(Bn) : n = 0,1,2,…} 为 z 的 一 组 邻 域 基 . 

令 X = orb(g,z), 其 中 9 如 前 定义 (9 在 {0,1}2+ 上 作用 即 为 左 转移 映射 ). 由 
于 每 个 Bn 对 应 的 词 在 z 中 无 限 次 出 现 , 这 说 明 z 为 回复 点 . 如 果 设 卫 = g|x, 那么 
(X,T) 为 一 个 以 z 为 传递 点 的 传递 系统 . 

为 方便 , 下 面 仍 将 X 的 开 集 UB) OX 记 为 CCBn). A 


N(U(B,), U(Bn)) = {ty —to:t Zt € N(a, U(Bn))}- (4.5.12) 


这 是 因为 gt:(U(Bn)) nnU(Bn) = S 4AM 4 FFE to, 使 得 g2(z) € g *(U(Bn)) N 
U(Bn). 
在 z H, 词 Bn 依次 不 断 出 现 , 下 面 我 们 观察 它们 的 间隔 数 . 由 (4.5.6), Bna? Bn 
在 Bn+i+ı 中 出 现 ， 于 是 a; + |Bnl, i= 0, 1ye 为 T 中 By 5 Bn 的 间隔 数 . 联合 
(4.5.7) RA 
g'BnI(A") U {0} C N(U(Bn), U(Bn)) © AU {0}. (4.5.13) 
IH n = 0 时 , HA A =9 1(4) M0 ¢ A, A glo! = g'(g*(A)) = A. H (4.5.13) 
即 有 
N(U(Bo),U(Bo)) = AU {0}. (4.5.14) 
因为 (X,T) 为 传递 的 且 F 为 平移 不 变 的 , 于 是 要 证 明 (X,T) WF RRR, 仅 
需 说 明 它 为 F 中 心 的 即 可 . 由 于 glBl(A) = glBel-WBnB)(A) € FUR F AM, 
根据 (4.5.13) 就 有 N(U(Bn),U(Bn)) € F. FRE (X, T) AF 中 心 的 , 进而 也 为 FIE 
递 的 . 口 
Weiss-Akin-Glasner 定理 的 证 明 仅 需 证 明 如 (X,T) AW kF 传递, 则 存在 
F 传递 系统 (Y,G), 使 得 (X,T) 与 (Y, G) 不 为 弱 不 交 的 . 
由 于 (X,T) 不 为 kF 传递 , 存在 非 空 开 集 U C OX, 使 得 Nr(U,U) ¢ kF. 所 
以 A = Z4 \ Nr(U,U) € F. PÆ, 由 Weiss-Akin-Glasner 引 理 , 存在 和 传递 系统 
(Y,G) 及 非 空 开 集 V CY, 使 得 Ne(V,V) = AU {0}. 于 是 NrxelU x V,U x V) = 
Nr(U, U) A Noe(V,V) = {0} ¢ Fine. 此 即 (X,T) 与 (Y,g) 不 为 弱 不 交 . 口 
设 WM 为 弱 混 合 系统 全 体 而 TE 为 拓扑 遍历 系统 全 体 . 那么 由 Weiss-Akin- 
Glasner 定理 有 
WMA^ = TE. 


命题 4.5.4 设 忆 为 动力 学 性 质 , 则 

(1) 不 存在 性 质 P&H P= PS; 

(2) 如 PA C P, W PA c WM. 

证 明 HAE (2). 设 (X,T) e PA. 设 (X,T) 弱 不 交 于 所 有 有 性 质 书 的 系统 . 
尤其 有 (X,T) A (X,T). 所 以 (2) 成 立 . 

现 设 性 质 P 满足 P= P+, WA Pc WM. 由 Weiss-Akin-Glasner 定理 有 
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WM > P = P^ > WM* = TE, 


但 存在 非 平 凡 的 等 度 连续 的 极 小 系统 , 它 是 TE 但 不 WM W. XAILAA IR. OO 

命题 4.5.5 kA (XT) 为 传递 的 当 且 仅 当 它 与 所 有 强 混合 系统 为 弱 不 交 的 ; 
但 弱 不 交 于 所 有 传递 系统 的 系统 不 一 定 为 强 混合 的 . 

证 明 ”前 一 个 命题 由 Weiss-Akin-Glasner 定理 即 得 . 后 一 个 命题 由 定理 4.4.6 
及 Weiss-Akin-Glasner 引 理 易 得 . 口 

注 记 4.5.6 ”根据 上 面 的 命题 以 及 Weiss-Akin-Glasner 引 理 , 实际 上 我 们 已 经 
能 够 说 明 mild HS PBI FR, HIS Mal. 

命题 4.5.5 说 明 , (PA) 2 P 一 般 不 能 取 等 号 . 下 面 给 出 一 个 互 为 对 偶 的 传递 
性 质 . 

定理 4.5.7 (1) 一 个 系统 为 弱 混 合 的 拓扑 遍历 系统 当 且 仅 当 它 为 Fes 传递 的 ; 

(2) Fos 传递 = (Fis 传 递 ) ; 

(3) (Fos 传递) = Fes 传递 

证 明 (1) 由 定义 Fe 传递 系统 为 弱 混 合 的 拓扑 遍历 系统 . 另 一 方面 , 设 (X,T) 
为 弱 混 合 的 拓扑 遍历 系统 , 由 定理 4.4.4, 它 为 Fis 传递 的 . 

(2) 因为 Fis 为 平移 不 变 的 thick $, 由 Weiss-Akin-Glasner 定理 知 (2) 成 立 . 

(3) 用 P RR Fos 传递 性 . 因 弱 混合 系统 具有 性 质 P, 根据 Weiss-Akin-Glasner 
定理 有 

P^ c ( 弱 混 合 性 ) = 拓扑 遍历 性 CP 
这 说 明 如 果 (X, T) € PA, 那么 (X, T) 为 拓扑 遍历 的 且 (X x X,T x T) 为 传递 的 
进而 (X,T) 为 弱 混 合 的 拓扑 遍历 系统 , 即 Fes 传递 的 . O 
53 题 4.5 

1. 证 明 性 质 4.5.1. 

2. 试 给 出 Weiss-Akin-Glasner 定理 的 更 多 的 应 用 . 

3. 试 证 明 mild 混合 严格 介 于 强 、 弱 混合 之 间 . 


84.6 注 w 
族 的 方法 在 动力 系统 的 应 用 最 早 源 于 Gottschalk-Hedlund(1955). 系统 介绍 族 
的 方法 的 文献 有 (Furstenberg, 1981; Akin, 1997), 前 者 给 出 了 这 种 方法 的 最 基本 的 
思想 , 写 得 非常 引人入胜 , 而 后 者 以 极度 的 系统 与 抽象 著称 . 近年 来 族 的 方法 在 动 


力 系统 研究 中 越 来 越 重要 (Glanser, 2004; Glasner-Weiss, 2004; Huang-Ye, 2002b; 
Huang-Ye, 2004b; Huang etc., 2004c; Huang etc., 2005; Shao- Ye, 2004). 
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84.1 关于 族 的 概念 与 基本 性 质 的 处 理 主要 取 自 Akin(1997), 而 关于 Fy 滤 子 性 
的 证 明 等 内 容 取 自 Furstenberg(1981). §4.2 许多 结论 的 进一步 研究 可 以 参见 Fursten- 
berg(1981), Glasner(1980) 等 . 84.3 的 内 容 是 新 的 . 84.4 关于 族 传递 与 族 混合 的 进 一 
步 讨论 可 以 参见 Akin (1997), Glanser(2004), Huang etc.(2004c), Huang-Ye(2002b). 
84.5Weiss-Akin-Glasner 定理 的 证 明 引 自 Akin-Glasner(2001), 也 可 参见 Weiss(2000a). 
关于 对 偶 性 的 内 容 可 以 参见 Huang-Ye(2002b), Shao-Ye(2004). 
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测度 空间 上 的 炉 的 概念 是 由 Kolmogorov 在 1958 年 给 出 的 , 之 后 Adler 等 人 在 
拓扑 空间 上 引入 了 拓扑 箭 的 定义 . 它 是 目前 为 止 发 现 的 一 个 重要 的 共 扼 不 变 基 , 并 
得 到 广泛 、 深 入 地 研究 . PALEY RM BB, 具体 来 说 , 85.1 和 85.2 将 给 
HH i BE AS AY SM BY EL, 并 研究 它们 的 基本 属性 ; 85.3 将 介绍 测度 Pinsker o 代数 
FIRE Pinsker 公式 ; 85.4 首先 将 引入 测度 Kolmogorov 系统 , 然后 研究 其 基本 属性 
并 证 明 Rohlin-Sinai 定理 . 


85.1 拓扑 M 


本 节 将 介绍 拓扑 动力 系统 中 一 个 重要 的 不 变 基 一 一 mie. 它 是 由 Adler, 
Konheim 和 McAndrew(1965) 首先 引入 的 , 后 来 Dinabury(1971) 和 Bowen(1971) 
使 用 分 离 集 和 张 成 集 给 出 了 一 个 新 的 等 价 定 义 ， PREM HH RRR 
中 扮演 了 相当 重要 的 角色 , 反映 了 拓扑 动力 系统 的 复杂 性 程度 . 

设 X 为 一 非 空 集合 , 通常 用 花 写字 母 4,V 等 来 表示 X 的 覆盖 . wU, AX 
的 两 个 覆盖 , U 和 了 的 交 UV 定义 为 由 所 有 形 如 UNV 的 非 空 集合 形成 的 X 
的 覆盖 , HU CU 和 Ve VY. 类 似 地 , 可 以 定义 有 限 个 覆盖 U, U2,…, Un WR 
UV VUn. 

定义 5.1.1 XAFRA, TIX >X 为 映射 ,UM 为 六 的 覆盖 ,定义 


T U={T UU eu}. 


显然 了 -1 GA X HHA. 一 般 来 说 , 对 两 个 非 负 整数 m,n (n>m), 可 以 定义 
Um = Vm TU, 特别 地 ， 对 n 之 1, 


Ur = Uv T'U v -v TDU. 


U,V 为 X 的 两 个 覆盖 , 如 果 对 每 个 Ve V, 能 找到 某 个 Ce 2, 使 得 了 CU, 
则 称 V AU 的 加 细 , WAV > WU 或 U < V. 特别 地 , 如 果 V 的 每 个 元 素 均 为 UK 中 
的 元 素 , WAV AU 的 子 覆 盖 , 显然 , 此 时 V >U. 

定义 5.1.2 如 果 Z 为 非 空 集合 XARA, ANU 表示 WU 的 所 有 子 禾 盖 中 具 
有 最 少 元 素 个 数 的 子 斤 盖 的 元 素 个 数 . 4U 没有 有 限 子 窗 盖 时 , 约定 NU) = +o. 
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易 见 , 4X 为 紧 度 量 空间 以 及 2 为 X KAEH, NU) 为 有 限 数 . 为 方便 起 
见 , 对 覆盖 U id H(U) = log N(U). 

引 理 5.1.3 设 久 为 一 非 空 集合 , U, VA X HARKS. Wl 

(1) HY) 2 0; 

(2) æ V >U, A H(V) > HY); 

(3) H(U V V) < H(U) + H(V); 

(4) EH T: X — X, A HU) > HTU); 进而 当 了 为 满 射 时 , HU) = 
H(T'U). 

证 明 ”由 定义 , (1), (2) 和 (4) 明显 成 立 . 对 于 (3), 当 H(U)= +00 RK H(V) = 
+oo 时 , 它 明 显 成 立 . 现 假设 {U Una) 和 {V e Vno) DAIA U M V R 
有 最 少 元 素 个 数 的 子 覆 盖 . 则 {UNV :1<igNUW,1<I< NV) AUNVH 
FAH, 从 而 NUVV) < N(U)N(V). 口 

引 理 5.1.4 8 X 为 一 非 空 集 合 ,全 : X >X AH, UA X HASH. AGE 
负 序列 an = HURT!) 具有 次 可 加 性 , 即 amin S am + an, Ym, n > 1. 进而 极限 
lim SHUG’) 存在 且 等 于 inf HUET), HARA U 相对 于 了 HSH, 
记 为 he(T,U). 

当 (XT) 为 动力 系统 以 及 WU AXURA, 以 上 方式 定义 的 he(T,U) HA 
U rt T T FHS, 记 为 heop(T,U). 

证 明 OM m,n > 1, h35% 5.1.3 的 性 质 (3) 和 (4), 有 


m+n—-1 
omen =H ( VV ru) 


?一 0 
n—-1 m—1 
<H (V r-u) +H |T | V TU 
~ Ni=0 j=0 
< An + am. 


这 说 明 {on} 为 次 可 加 非 负 序 列 . Ba = inf. 固定 4 > 1, 对 每 个 me N, 存在 
km € Z4 和 Tm E {0,1,---,2 T 1}, 使 得 m = kmt + rm. 利用 {an} 的 次 可 加 性 可 
得 Omg Amt tare 再 令 m > 400, 便 得 lim supt < 至 . 从 4 的 任意 性 , 有 
m gimt + Tm, mn 一 co m l 
lim sup 了 < inf y 而 相反 方向 的 不 等 式 是 明显 成 立 的 . 证 毕 o 
由 引 理 5.1.3 和 5.1.4, 不 难得 到 
引 理 5.1.5 设 X 为 一 非 空 集 合 和 了 :天 一 和 为 映射 . WAX HSA 
盖 U,V, 有 
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(1) HU) > h-(T,U) > 0; 
(2) eR V >U, 则 he(T, V) > h-(T,U); 
(3) he(T,U V V) < he(T,U) + he(T, V); 
(4) he(T,U) > he(T, T'U); 进而 当 工 为 满 射 时 , h-(T,U) = he(T, TU). 
定义 5.1.6 ”对 动力 系统 (X,T), 用 C9 表示 空间 和 的 全 体 开 禾 盖 . 令 


htop(T) 一 SUP htop(T, U), 
uEeCy 


把 htop(T) 称 为 系统 (X,T) 的 拓扑 (需要 提 及 的 是 在 这 里 可 能 出 现 htop(T) 为 
+00 的 情形 ). 在 必要 时 , 为 强调 空间 X, 也 可 将 其 记 为 hoplT, X). 

命题 5.1.7 (1) 如 果 (Y,T) 为 (X,T) 的 子 系 统 , 则 htop(T, X) > htop(T,Y); 

(2) 如 果 v: (X,T) 一 (Y, S) 为 因子 映射 , 则 htop(T) > htop(S); 

(3) 如 果 (X,T) 为 可 逆 系统 , 则 htop(T) = htop(T7). 

证 明 ”由 定义 5.1.6 和 引 理 5.1.3, (1) 明显 成 立 . (2) 来 自 于 以 下 事实 : 对 任意 
U ECE, Atop(T, 7 1(U)) = htop(S,U). 最 后 , (2) HAF (3). 口 

注 记 5.1.8 ”由 命题 5.1.7 的 性 质 (2), 如 果 a: (X,T) 一 (Y,S) 为 拓扑 共 白 ， 则 
htop(T) = Rtop(S). RHA RABY tes HMH ES. 

一 般 来 说 , RSW TMAH SRA BIA, 但 对 于 一 些 特殊 系统 , 我 们 仍然 
有 章 可 寻 . 

例 5.1.9 设 了 =id :Xi 一 X 为 恒 同 映射 , 则 对 X 任意 的 开 徐 盖 U = 
{D Uk} A TTU =U 对 所 有 ie2Z+ RS. Ast, AA k, 使 得 UG = 2 
n > k. icv HUG!) = HH(UL-1),n > k. 因此 


htop(T,U) = lim Lap?) = lim TH) =0. 


进而 由 的 任意 性 , 得 到 htop(T) = 0. 

下 面 的 引 理 提供 了 一 个 相对 来 说 更 易于 操作 的 计算 箭 的 方法 . 

引 理 5.1.10 8 (XX,T) 为 具有 度量 d 的 动力 系统 如果 (USL, AX 满足 
diam(U,,) = sup{diam(U) : U E€ Un} 一 0 HAFA AAS], N im htop(T,Un) = 
htop(T). 

证 明 iV 为 X WEF, 6 HV AY Lebesgue 数 ( 即 对 于 X 的 每 个 
直径 小 于 等 于 6 的 子 集 4, 存在 V eV 包含 了 A). 则 对 满足 diam(Un) < 6 Hn 
而 言 , 有 Un = V, HEMT lim inf hwop(T,Un) > hop(T, V). 再 由 V 的 任意 性 , 得 到 
lim inf htop(T,Un) > htop(T). 同时 , 由 于 lim sup htop(T,Un) < htop(T) 是 明显 
成 立 的 , 结论 成 立 . 口 
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引 理 5.1.11 设 (X,T) 为 动力 系统 , HX GENRA U 和 neN, 有 


htop(T, Ug’) = htop(T, UY). 


证 明 ”注意 到 
_ 1 nok te eee 
ARR o p(s Jo )= im gH *) 
— } n+ n+k—-1)\ _ 
=e pee oid 
引 理 得 证 . 口 


注 记 5.1.12 4 (X,T) 为 可 逆 动 力 系统 时 , HX HENTAR U fo NEN, 
有 
htop (T, Urn) oa htop (T, u). 


命题 5.1.13 (Abramov 定理 ) 设 (X,T) AHIRA meN, 则 
htop (T™) =m htop(T). 
证 明 ”首先 对 每 个 Ue C%, 不 难得 到 


1 天 一 1 1 
htop(T™, UTT!) = im zH (v pewag) = lim —H(Uj™ +) = mhtop(T,U). 


k k 
因此 
hiop(T™) = supyecy htop(T™, Us") = msupyece htop(T,U) = m htop(T). 
上 面 第 一 个 和 最 后 一 个 等 号 的 成 立 由 定义 所 保证 . = 


注 记 5.1.14 %4 (X, T) 为 可 逆 动 力 系统 且 人 mm EZ 时 ,有 hioplT™) = |mM|htop(T). 

例 5.1.15 iO = {1,---,L}% 和 (Q,o) 为 单 边 的 工 符 号 全 转移 . 对 (0,0) 
的 子 系 统 (X,a), 定义 它 的 基本 柱 形 集 [ 有 站 二 {TEX:7z0=j},1<j<I 和 XX 的 基 
KAD U = {[j}]:1 < j < L}. Kun = NUS"), WI un =Card(2 一 ). 

对 于 了 于 转移 (X,0), huop(o0,X) = lim = log un. 特别 地 , 4X =Q H, 有 


htop(o) = log L. 


证 明 ”明显 地 ,序列 {U9 * S00, 满足 引 理 5.1.10 的 条 件 , 因此 利用 引 理 5.1.10, 


有 
hiop(o, X)= lim Rtop(o, UST!) = htop, U) 


r 1 k- _ x 1 
= ip, glee NOG) = lin, g ogwr 
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4X =Q 时, wk = L*. 因此 得 到 htop(o,2) = im log LF = log L. 口 

以 下 介绍 两 种 拓扑 粹 的 等 价 定 义 , 对 相当 多 的 系统 而 言 , 这 两 种 定义 使 我 们 更 
A it A EM. 当 (X,T) 为 动力 系统 , d 为 X 上 与 拓扑 相 容 的 度量 以 及 me 
AY, 对 a,c’ CX, EM 

di (Ve tx ， d(T*x,T* 2’). 

W dn 也 为 X 上 与 拓扑 相 容 的 度量 . 

定义 5.1.16 设 (X,T) 为 具有 度量 d 的 动力 系统 . 

(1) nlf e> 0 WARE ACX A-A, E) 分 离 集 , 如 果 对 4 中 任意 
两 个 不 同 的 点 ZU 均 有 dalz, y) > e RZ; 用 sr(n,e,T) 表示 (X,T) 具有 最 多 元 素 
个 数 的 (n,e) 分 离 集 的 元 素 个 数 ; 

(2) A n>1 fee > 0, WARE ACX 为 一 个 (n,c) KRE, 如 果 对 X 的 任意 
点 r, 存在 YE 4A, 使 得 dn(7X,y) <c; 用 sp(n,e,T) 表示 (X,T) 具有 最 少 元 素 个 数 的 
(n, E) 张 成 集 的 元 素 个 数 . 

由 于 空间 X 是 紧 的 , sr(n,e,T) 和 sp(n,e,T) 均 为 有 限 数 . 现在 定义 


1 
sr(e, T) = ,im sup = log sr(n, £, T), 


1 
sple, T) = im sup = log sp(n, £, T). 


易 见 当 < 一 0+ 时 , sr(e, T) 和 sple, T) 关于 < 单调 上 升 . 因此 极限 
sr(d,T) = im, sr(e,T) 和 sp(d,T) = jim, sple, TAT. 


引 理 5.1.17 “对 每 个 me N. 

(1) sp(n,¢,T) < sr(n,¢,T) < sp (n, =, T): 

(2) sp(e,T) < sr(e, T) < sp (5,7); 

(3) sp(d, T) = sr(d,T). 

证 明 由 于 (1) = (2) => (3) 是 明显 成 立 的 ,我 们 只 需 证 明 (1). 显然 , X 的 一 个 
具有 最 多 元 素 个 数 的 (n,e) 分 离 集 也 为 (n,e) KRR, 所 以 sp(n,e,T) < sr(n,e, 了 T). 
相反 地 , 如 果 4 为 具有 最 少 元 素 个 数 的 (n,3 ) 张 成 集 以 及 E HER (ne) 分 离 集 ， 
则 对 每 个 z € E, TETEN olx) € A, 使 得 dn(z, $(z)) < > 因 E ER (n,e) 分 离 集 ， 
o 为 一 一 对 应 . 这 说 明 |A] > |El, 进而 sr(n,e,T) < sp (n, =T) ; 口 

以 下 命题 说 明 通 过 分 离 集 和 张 成 集 可 给 出 拓扑 炉 的 等 价 定 义 . 
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命题 5.1.18 设 (X,T) 为 动力 系统 . 则 htop(T) = spld, T) = sr(d, T). 特别 地 ， 
sp(d,T) =sr(d,T) 不 依赖 于 相 容 度量 d 的 选取 . 

证 明 ”首先 , 固定 一 个 es > 0 和 meKN. 设 2 为 具有 Lebesque $i 2e HF Bik 
以 及 五 为 具有 最 少 元 素 个 数 的 (n,e) 张 成 集 , 即 | 五 | = sp(n,e,T).  sp(n,e,T) 的 
定义 知 , 

[J TT Bara x, 

TEE i=0 
现在 对 每 个 ze E M1 <i<n, B(T's) 包含 在 覆盖 WU 的 某 个 元 素 中 , 由 此 可 见 
N(Vi_1T 4) < sp(n,e, T). 

取 了 为 和 的 满足 diam(V) < s MHA. 设 4 为 具有 最 多 元 素 个 数 的 (n,e) 
分 离 集 , 即 |4| = sr(n,e,T). 注意 到 VE TV 每 个 元 素 中 至 多 含有 4 中 一 个 点 ， 
由 此 可 见 sr(n,e,T) < N(VT Ti7). 

由 以 上 分 析 


N (V ru) < sp(n,e,T) < sr(n,e,T) <x(V ry), (5.1.1) 


me? 


htop(T,U) < sple, T) < sr(e,T) < htop(T, V). 


因此 


= 


in V TU | < ae (n,e, T) < S i E€, T) 
RA x n P 9 n 


再 令 n 一 co, 就 得 到 


RES eN 0, 同时 要 求 diam(2) N 0( 这 样 也 满足 diam(V) N 0), 利用 引 理 5.1.10 
可 得 htop(T’) = sp(d, T) = sr(d,T). 0 
从 公式 (5.1.1) 同时 获得 了 如 下 推论 : 
推论 5.1.19 设 


sr(e, T) = lim inf ~ logsr(n,e, T), 
sp(e,T) = lim inf ~ logsp(n,¢,7). 
则 极限 sr(d, T) = lim, st(¢, T) 和 sp(d,T) = lim sp(e,T) ##, 且 


htop(T) = sp(d, T) = sr(d, T). 
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Wid 5.1.20 ”对 一 个 度量 空间 X( 不 一 定 紧 致 ) 上 的 一 致 连续 映射 以 及 紧 致 
子 集 K, 可 以 类 似 地 定义 相对 于 K ieil hT, K). 可 以 证 明 它 不 依赖 度量 的 选 
Ww, HLS X KKH A(T, X) = htop(T)(Walters, 1982). 

> W 5.1 

1. 设 X 为 非 空 集合 , 了: X 一 X 为 满 射 , UA X 的 有 限 覆 盖 . WH: MPL EN, 有 
h-(T,U) > zhe(T',U). 

2. 设 (X,c) 为 单 边 的 工 符 号 全 转移 (0, 0) 的 子 系统 且 Atop (o, X) = log L, WH X = 2. 

3. 设 T:T 一 T 满足 T(z) = ze", 其 中 T 为 复 平面 的 单位 圆周 和 a c R, 则 
htop(T) = 0. 


4. 设 (X,T) 和 (Y,S) 为 两 个 动力 系统 , WEH: 
htop(T x S,X x Y) 一 htop(T, X) + heop(S, Y). 
5. 设 (X,T) 为 动力 系统 . BO X =X U X20- U Xn, PX, X2,---, Xn AX HB 
一 些 互 不 相交 闭 的 不 变 集 ， 证 明 : htop(T, X) = Maxi<icn htop(T|x,, Xi). 
6. 设 (X,T) 为 动力 系统 且 OT) 为 其 非 游荡 点 集 . WEH: heop(T, X) =htop(T lar), 2(T)). 


§5.2 M BE M 


1958 年 , Kolmogorov(1958) 借鉴 Shannon(1948) 信息 论 中 不 确定 性 的 描述 , 在 
遍历 论 中 引入 了 测度 粹 的 概念 , MRE A, 它 反映 了 保 测 系统 的 
混乱 程度 . 设 (X, B, u) 为 概率 空间 . 我 们 把 B 中 的 元 素 称 为 X 的 可 测 集 , 也 就 是 说 ， 
X 的 子 集 4 为 可 测 集 当 且 仅 当 ACB. AX 的 有 限 个 互 不 相交 的 可 测 集 构成 的 X 
的 覆盖 , 我 们 称 其 为 X 的 有 限 可 测 剖 分 . 确切 地 说 , a = {41, 42,…,An} 是 XX 的 有 
PR By MFA, 如 果 A; € B, AN A = OMEBRI<ixAj <n MA UL, AH=X. 

对 X 的 一 个 有 限 可 测 剖 分 a = {41, 42,…, An}, 将 a 的 信息 函数 定义 为 


1(a)(2) = -14s (2) log u(4;), 


其 中 14;(z) 为 A; 的 特征 函数 . 进一步 , 考虑 函数 $ : [0,1] 一 [0, +00), 


—tlogt, t> 0, 
t) = 
w=] 人 


; k 
不 难看 出 , 函数 $ 是 严格 凸 函数 , 即 对 满足 》 pi = 1 HY pi > 0 At: € [0,1], € 
i=1 
k 


k 
p (Zp) 2 >》 pid (ti), 其 中 等 号 成 立 当 且 仅 当 所 有 满足 pi #0 ÉI ti EFH. 


?一 1 
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Ap 


H,,(@) = Lota a= 2 j) log (As). 


将 数 Hla) 称 为 可 测 剖 分 a HOHE, 显然 H,,(a) € [0, +00). 
更 一 般 地 , 对 已 的 给 定 的 子 o 代数 F, 可 测 剖 分 a 相对 于 F 的 条 件 信息 函数 和 
条 件 糖分 别 定义 为 


I” (a)(x) = 》 -14, (2) log E(14,|F)(z) 


H,,(a|F) = 人 re 
= a ~1,,(x) log E(14,|F)du(z), 


XE, E(1a,|F) 为 函数 1a, 相对 于 F 的 数学 期 望 . 
由 于 


E(I7 (a)|F) = >, -E(14,|F) log E(1a,|F) = 2_, $(E(14,|7)), 


j=1 


因此 
机 al 站 = 人 Gdne) = | ECT (FY) 


-© f. ¢(E(1a,|F))du(z). (5.2.1) 
j=l 

EN ={2,X} 为 8 的 平凡 子 o 代数 , BRIN (a) = I(a) E Hla) = H,(alN). 
当下 = B if, IFES A €B, A EAF) = 1a, MM 17 (a) =0 A H,(a|F) = 0. 
Xt X 的 有 限 可 测 剖 分 6, 用 F 表示 由 生成 的 o 代数 . 对 X HAA a, p, 
mac F(R), 就 说 6 为 a 的 加 细 , 记 为 8 > a 或 a < BP. 对 BB 的 两 个 子 o 代数 
Fi, Fo, Fi V Fo AR B WARES Fi, Fo 的 最 小 子 o 代数 . 为 方便 起 见 , 仍然 

用 6 表示 F, HaVF mM Fla) VF. 
对 于 X 的 有 限 可 测 剖 分 a = {41, Ao,---, An} 和 6 = {Bi, B2,…, Bm}, 容易 

验证 

r= 14inBi(Z) log ne (5.2.2) 


i=] j=1 ) 
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X WAR AT WAS} a 和 6 的 交 a V 8 定义 为 {4nB:4eawBeD BR, 
avb DA X KARR ATMA, 并 且 Flav 6) = F(a) v FB). 由 公式 (5.2.2), Xt X 
的 有 限 可 测 齐 分 a, 6 和 y, 容易 验证 


D(a V B) = Ia) + 19°78). (5.2.3) 


以 下 将 上 述 公 式 (5.2.3) 一 般 化 . 

命题 5.2.1 设 (X,B,h) 为 概率 空间 , a BAX 的 有 限 可 测 训 分 以 及 三 为 B 
的 子 o 代数 . 则 对 u-a.e. z, 有 IF (av B)(z) = I7 (a)(z) 十 TY7(B)(z) RÈ. 

证 明 首先 说 明 对 B Ep, 作为 LX, aVF, u) 函数 而 言 ， 


E(1glaV F)(z) = 2 Nala) ee ae (5.2.4) 


RE. 为 此 目的 , 设 A’ ca, F eF, 将 特征 函数 14nz 5 (5.2.4) 的 右边 项 相 乘 , 再 


积分 有 
E(lgnalF)(2) 
reg 人 ES an 


Aca 
=$ E(1gna’|F)(z) 
= [eee ay HO 


村 E(1Bna’|F) 

= | E (eae) ante 

7 p ( EU analF) $ 

= | ENF) r (eoa lE) F) )du(z) 

2 人 Lp(2)E(1pna'|F)(x)dp(2) 

= I E(lp 1pn4'|F)(z)dp(z) 

= f rr(@)-tena(e)aute) = 人 latajdnta) 
x A'NF 

= f Elala V F)a)du(c) 
ANMF 

a Lanr(2) .了 (lsla V F)(2)du(2). 

因 A’, F 是 任意 的 , 从 期 望 的 定义 得 (5.2.4). 现在 在 等 式 (5.2.4) 两 边 取 对 数 , 即 得 


log(E(1pla V F)(x)) = X` 14(z) (log(E(1analF)(2)) — log(E(14|F)(2))), 
Aca 


§5.2 WO he . 131 . 


因此 
IF (av B)(z) = — ` 5 lang(z)log E(1ans|F)(2) 
Aéa BEB 
=- > Yo 1alz)ta(2) log(E(14|F)(z)) 
A€a Begs 
— 》 1p(x) log(E(1 gla V F)(2)) 
BepB 
二 一 = 一 >》， 14(x) log(E(14|F)(z)) 
Aca 
— > 1p(z) log(E(1gla V F)(z)) 
BEB 
= IF (a)(2) + Tevz(p)(z)， 
这 就 完成 了 命题 的 证 明 . 


利用 上 述 命 题 , 可 以 说 明 可 测 剖 分 a 的 条 件 炉 具 有 以 下 性 质 : 

命题 5.2.2 i (XX,B,h) 为 概率 空间 . HX 的 有 限 测 度 a,b 以 及 B 的 子 o 代 
数 下 , Fi, Fo, 有 

(1) 如 果 a = {41,42,…,Axk}, M Hula F) < logk 且 等 号 成 立 当 且 仅 当 
E(14,|F) = > 对 每 个 i {1,2,---,k}, 特别 地 , Hula) < logk 且 等 号 成 立 当 且 
仅 当 (Ai) = = 对 每 个 ie {12k}; 

(2) H,(avBlF) = H,(olF)+H, (BlavF), 特别 地 , Hp(avB) = Hy(a)+H, (Bla); 

(3) Hala F) = 0 成 立 当 且 仅 当 a 为 FTA, 特别 地 , H,(o|8) =0 成 立 当 且 
4.4% a x B; 

(4) Fy C Fo > H la| Fi) > Ay (alFe); 

(5) a < B > H,(alF) < A, (B|F), 特别 地 , Hj(a) < A, (8); 

(6) H (a V BIF) < Hy(alF) + H (BIF), 特别 地 , Hula V B) < Hy(a) + H,(8); 

(7) & T : (X, B) > (X, B) 为 可 测 映射 , 则 H (T taT F) = Hr, (alF); 如 果 
(X, B, u, T) 为 保 测 系统 , 则 Hu (T talT F) = Hla F). 

证 明 (i) 首先 由 于 o BEM [0, co) 上 严格 凸 的 函数 , 因此 


k 
H,(a\F) = 人 Dwell AMC) 
k 
< f ro ZE (LulP))dnlz) 
= 人 log kdu(z) = logk, 


且 等 号 成 立 当 且 仅 当 E(1a,|F) =- 每 个 ie {1,2,…,k}. 这 就 证 明了 (1). 


Lg 
ee 
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(ii) 由 命题 5.2.1 知 , 对 ja.e. x A IF (a V B)(x) = 三 (a)(z)+Tev (6)(z) 成 
立 . 对 上 式 两 边 积 分 即 得 Hj(a V BIF) = Hula F) + Hu(Bla V F). 这 就 证 明了 (2). 
现在 由 (2), 得 到 (5) 和 (6). 

(iii) 对 于 (3), 注意 到 a 为 入 可 测 的 当 且 仅 当 17 (a) = 0, 由 公式 (5.2.1) 即 得 . 

(iv) Wa = {41,42,…,Ax}. WI 


(ol) => 人 sdalFG)aula = > » J HE a) Ea) 
>> /BOCA FE) Aua) (ensen A) 
= Sf EQ) dpe) = Halo) 


这 就 证 明了 (4). 

(v) (7) 来 自 于 以 下 事实 : 对 可 测 函 数 f, A E(foT|T~'F)(x) = E(f|F)(Tz) 对 
prae. £x EX 成立. 口 

M 5.2.3 R (XX,B,j,T) 为 保 测 系统 和 a, b 为 六 的 两 个 有 限 可 测 剖 分. 则 
以 下 性 质 人 彼此 等 价 : 

(1) a 独立 于 BBP u(ANB) = p(A)u(B) 对 Aea 和 Bep, 此 时 记 a Ly B); 

(2) Hj(a V B) = Hy (a) + A, (8); 

(3) Hy (alb) = H, (a). 

证 明 ”由 命题 5.2.2 (2) 知 , (2) 等 价 于 (3). 以 下 证 明 (1) 等 价 于 (3). 首先 假设 
(1) 成 立 , Bl a L, 6. 因此 , 对 任意 A €a, B €B, (AN B) = p(A)y(B), 进而 


aj(z)= >》 -lans(z)log = ) XO =lana(2) log u(A) = I(a)(z). 
Aca, BEB Aca, BEB 
这 就 说 明 Halb) = Hla). 
反之 , 假设 H (alb) = A, (a). 使 用 (5.2.2), 对 凸 函 数 9(t) = —tlogt, 有 


0= > d(u(A))- > > (B 0 (4 4a”). (5.2.5) 


Aca AEa BEB 


(ANB) _ 
M(B) 


因 4 EPN, ET A Ea, 有 
sua) > D uB (EEP), (5.2.6) 


Bee (B) 
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目 等 号 成 立 当 且 仅 当 m ) _ (4) Xt B € p, p(B) > 0 成 立 


现在 结合 (5.2.5) 和 (5.2.6), 对 4e 6 得 到 


2 (AN B) 
ud) = E MB) (2). 


再 注意 到 (6.2.6) 不 等 式 成 立 条 件 , 对 B € BA(B) > 0, 有 MOS) = MA). 这 训 


证 明 a L, 2. 口 
设 (X,B,u,T) 为 保 测 系统 , a H X HARA WS. 为 简单 起 见 , 对 非 负 整数 


m, n (n>m), id 


n 十 co 
a = VV TTia 以 及 a- = V T~ "a, 


i=m n=1 
其 中 VST "a 表示 B 的 包含 {T "a: n > 1} 的 最 小 子 o 代数 . 
命题 5.2.4 R(X, B, mT) 为 保 测 系 统 . HX BAIT RSD a HH, (02) 
为 次 可 加 非 负 序列 ,进而 极限 lim 2H, (of!) 存在 且 等 于 inf —H, (aS). 
WEBA ”序列 an 的 次 可 加 性 来 自 于 以 下 不 等 式 


anim= Hy(aV Tta v -v T tm- Ua) 
<H,(avT laVv...vT- ("Da) 
+H,(T™"*(avT-laVv... VT (m- Da)) 
Söp + Om: (5.2.7) 


现在 , 完全 类 似 于 引 理 5.1.4, 可 以 证 明 lim —H,(o§-!) = inf —H,(of). D 

定义 5.2.5 Bh (X,B, mT) 为 保 测 系统 . HX 的 有 限 可 测 剖 分 a, 用 h,(T, a) 
表示 极限 lim SH (of) 且 称 hy (T,0) 为 部 分 a 相对 于 T 的 精 

在 此 介绍 两 个 十 分 有 用 的 经 典 结 果 一 一 Martingale 收敛 定理 和 Martingale 定 
理 (Glasner, 2003, §14.3) 

定理 5.2.6 (Martingale 收敛 定理 ) 设 (X,B,y) 为 概率 空间 , f e LP(X,B, u), 
l<p<o. 

(1) 如 果 {Fa} 为 已 递增 的 子 og 代数 且 满足 Fa / F, A lim E(f|Fn) = 
E(f|F) 在 L?(u) 和 wae. 意义 下 同时 成 立 ; 

(2) 如 果 {Fajr 为 已 递减 的 子 o 代数 且 满足 FaN F, 则 lim E(f|Fn) = 
E(f|F) 在 L?(u) 和 Li-a.e. 意义 下 同时 成 立 . 
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定理 5.2.7 (Martingale 定理 ) ik (XX,B,4) 为 概率 空间 , a AX HART Bal 
分 . 

(1) 如 果 {Fn}; 为 B ERF o 代数 且 满 足 Fr 7 F, 则 I7"(a) 一 I (a) 
在 Li(n) 和 p-a.e. SUTRAS, 进而 Ay (a|Fn) N Helal F); 

(2) 如 果 {Fr}, A B 递减 的 子 o 代数 且 满 足 FaN F, 则 I (a) > I (a) 
在 L(y) 和 uae. 意义 下 同时 成 立 , 进而 Hlal Fa) 7 Hlal F). 

命题 5.2.8 i (X,B,u,T) 为 保 测 系统 . 对 X 的 有 限 可 测 剖 分 a, h,(T,a) = 
H,(ala—). 特别 地 , hy(T,a) < Hy(a). 

证 明 由 于 lim A, (ol Vi ! Ta) = H,(ala~) (参见 定理 5.2.7(1)), 有 


1 
h,(T, a)= lim ~Hy(aV Trav .VT a) 


n-1 
= tin } (ao + H,(olTa) ++ Hy (| V ra) 
n—1 tz 
1 =i 
= Jim Hy (a VV T a 


i=1 


= H, (ala7). o 


ENM 5.2.9 设 (X,B, u, T) 为 保 测 系统 ， 称 h (T) = supo hp(T,a) 为 系统 
(X,B, u, T) i, 其 中 a Ria X 的 有 限 可 测 剖 分 

注 记 5.2.10 H r:(X,B, u, T) 一 (Y,D,v,S) 为 因子 映射 . 对 Y 的 有 限 可 测 
剖 分 a FAA hL(S,a) = hu (T, Tta). 进而 从 定义 5.2.9 知 h (T) > hr(S). 特别 
地 , 当 7 为 测度 同 构 时 , hu(T) = h(S). HANRAHAN PHN EE. 

如 同 在 拓扑 焙 的 情形 ( 见 引 理 5.1.10), 我 们 需要 一 些 更 易于 操作 的 方法 去 计算 
MBER. 下 面 的 定理 5.2.11 以 及 Kolmogorov-Sinai 定理 给 出 了 一 种 易于 操作 的 计算 
MERKI. 

定理 5.2.11 H (X, B, u, T) 为 保 测 系 统 . R X ARTAS] {an} 
满足 ai a:<- L Flan) 7 B, Ri 


h,(T) = im hyu(T, an). 
证 明 XiX WTA MAS 6 和 me N， 


hy(T, 6) < hy(T,8V on) = lim —H, (V Tavan) 


i=0 
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1 m-1 m— m—-1 
“Ban (B(Y rm) +m (Ved Vrs) 
i= i=0 i=0 
1 m—-1 m-—l1 | | 
,Jim — (s, ( V Tan) +5 Ho Cerro 


L(a, (V Tan) + mien) (利用 命题 5.2.1 (7)) 


=h,(T, Qn) F H, (Blan), (5.2.8) 


在 上 面 不 等 式 中 , & n — 00, 并 利用 Martingale 定理 得 到 
h,(T, 8) < Jim. hy(T, an) + Hy(6|B) = Jim. hy(T, an). 


最 后 由 6 的 任意 性 , hj,(T) = im hy (T; an). E 
定理 5.2.12 (Kolmogorov-Sinai 定理 ) 设 (X,B, u, T) 为 保 测 系统 . 如果 有 限 

可 测 剖 分 a 满足 VZ Tta = B (tosti) a 称 为 生成 子 ), 则 hy(T) = h, (7,0). 
证 明 ”首先 对 keN, 有 


hy(Tyok-) = lim E(D) = lim Hot") 


n— +00 
a 1 


= : k+n—1 = T : 
ars n k+n F(a V= hatte) 


类 似 于 不 等 式 (5.2.8), 对 X 的 每 个 有 限 可 测 剖 分 6 A n eN, 有 


hy(T, 8) < hy(T, ag *) + Hu (Blag) = hy(T, a) + Ha (Bla). 


在 上 式 中 令 n 一 +00, 利用 Martingale 定理 , 有 h,(T,B) < hy(T,a) + H,(G|B) = 
hj(T, a). 最 后 , A 6 是 任意 的 , h,(T) =A, (T, 2). 口 

注 记 5.2.13 HR] AA (X, B, p, T) TH, 把 满足 VT a= B 的 有 
限 可 测 剖 分 a 称 为 生成 子 . 此 时 , 同样 可 以 证 明 : 如 果 有 限 可 测 训 分 a 为 可 北 保 测 
系统 (X,B, u, T) 的 生成 子 , 则 hy(T) =hy(T, a). 容易 看 出 , 具有 生成 子 的 保 测 系统 
Hal BAe AIR, 与 之 对 应 的 是 ，Krieger(1970) 证 明了 每 个 具有 有 限 粒 的 遍历 保 
Rl RAMA AE RF. 

5.2.14 i O={1,2,---, L}4(L > 2), (0,0) 为 双边 的 工 符 号 全 转移 . 对 整 
数 m <n FoF w= (ww, ,Wn_m) € {1,2 , LT ™, wz 


[wlm = {£ E Q : rm = w0 Sj Sn- m}. 
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E(w]? 称 为 Q 的 柱 形 集 . 例如 , [01]3 = {2 €N: zo =0,21 =1}.9 上 一 个 不 变 
Borel 概率 测度 u ABTA N 的 所 有 柱 形 集 上 的 取 值 uwm) 唯一 决定 的 , HOR 
At [um > ulum) 满足 : 

(1) 0 < p(w) < 1; 

(2) a(9) = 1; 


(3) u(lw]¥) = Lu [oai y; 


(4) e(lw]m) = POEA . 

BX, 给 定 一 个 满足 (1)~(4) 的 映射 [wj% 一 ulwm) BAX T 上 一 个 5 不 
X Borel 概率 测度 p. 现在 , 用 MQ) 表示 Q 上 不 变 Borel 概率 测度 全 体 , 用 
B(Q) 定义 Q 的 Borel o 代数 . 对 每 个 we an a), (2, BQ), u,a) AMAR. te 
此 的 系统 称 为 符号 系统 或 子 转移 ,{1,2,………, 工 } 称 为 该 条 统 的 状态 空间 


给 定 一 个 概率 向 量 P = (pipz pL), PP pi > 0,1 < <b nl 现 
在 , 映射 uW) = punspu Pu, 定义 了 一 个 相应 于 P 的 Bernoulli 测度 P”, 
Bu 等 于 来 积 测度 P”. 把 如 此 的 保 测 系统 (Q, B(Q), po) 称 为 Bernoulli 系统 , iz 
% B(P) = B(pi1,p2,…,pPL). 以 下 计算 j= B(p1,…,pL) HWA. 

设 a={[j]8:1<j<g< L} Ma A (Quo) 的 有 限 可 测 剖 分 且 V2_ Ta = 
B(Q). 由 于 aA) L, Ta 和 对 任意 neEN 成 立 , 利用 命题 5.2.3, 有 


adnal ia 
h (T, a) = „im z Hela ‘ys Hy (a) = 一 2P; log pj. 


最 后 , 由 注 记 5.2.13, hy(o) = hy(o,a) = >> p; log pj. 
命题 5.2.15 ARR AK (X, B, p, T) 和 每 个 m €N, 有 h,(T™) = mh,(T). 
证 明 首先 对 XX PS MS a, 不 难 算得 


k-1 

1 ， 

hu(T™, 097?) = lim ae (V rag) = = lim 二 (ob 1) = mh, (T, a). 
?一 0 


因此 , 由 定义 可 有 
h,(T™) = sup hy(T™, oar !) = msuph,(T, a) = mh, (T), 


其 中 a POR X 的 所 有 有 限 可 测 剂 分. o 
注 记 5.2.16 ARMAR (X, B, u T) TEM, 可 以 说 明 , X HERTHA 
分 a, A hy(T, a) =h,(T-!,a) RÈ, 进而 对 mm E Z, 有 用 (Tm) = |m|hy(T) RE. 
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定理 5.2.17 3 (X,B,y,T) 和 (Y,D,v,S) 为 两 个 保 测 系统 . 则 
huxv(T x S) = h,(T) + h(S). 


证 明 Aa A 和 了 的 递增 有 限 可 测 剖 分 序列 {an}% 和 {Gn}, 使 得 
F(an) 7 B H F(Bn) Z D. W {an xb 为 Xxy 递 增 的 有 限 可 测 剖 分 序列 且 
满足 Flan x Bn) 7 Bx D. 利用 定理 5.2.11, 有 


hyxv(T x S)= lim huxr(T x S, An X Bn) 


m—1 
1 l 
jim, lim —Hpxv ( V (T x5)-ian x Br 


一 oo m—> 
i=0 


m-1 m-1 
: : 1 —i —i 


= Jim a ( hy(T, an) + hv (s, Bn)) 


hy(T) + h,(S). 口 


习 题 5.2 

1. 证 明 公 式 (5.2.3). 

2. 设 (X,B,4,T) ee a, a A X 的 有 限 可 测 训 分 . 证明: ~ H,(08) KF n 单 
调 递减 . 因此 hy (T,a) = im ~ H,(08). 

3. 设 (X, B, wu, T) 为 保 测 系统 如 果 a 为 X HARASS, 则 hy(T,a) < lalu, 其 中 
lal. = Card{A € a: p(A) > 0}. 

4. 证 明 注 记 5.2.16. 

5. 设 (X,B,u,T) 为 保 测 系统 . 如 果 存 在 有 限 可 测 剖 分 a 满足 a” =B (如 此 的 a 称 为 
强生 成 子 ), 则 hy(T) = 0. 

6. 设 了 为 复 平面 单位 圆周 T 上 的 无 理 旋转 , 和 为 T 上 的 Lebesgue 测度 . WEH: hy (T)=0. 


85.3 Pinsker o 代数 


以 下 介绍 一 个 重要 的 概念 : Pinsker o 代数 . 一 个 保 测 系统 的 Pinsker o 代数 可 
以 认为 是 该 系统 具有 有 零 凡 的 最 大 的 子 o 代数 . Pinsker o CEM AT PET 
不 可 缺少 的 工具 . 

it (X,B,u,T) 为 保 测 系统 , 令 P,(T) = {A € B:h,(T,{A, A°}) = 0}, 在 没有 
混淆 的 情况 下 , 常 将 PaT) 简 记 为 Pu 
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定理 5.3.1 i (X,B,y,T) 为 保 测 系统 . 则 

(1) Pa(T) A B hF o 代数; 

(2) 有 限 可 测 剖 分 a C P(T) 当 且 仅 当 A, (T,a) = H (aja) = 0 当 且 仅 当 
aC”; 

(3) T- P,(T) = P,(T)(modp); 

(4) 3} k > 1, P (T) = P,(T*). $ T AAT, 则 P,(T) = P,(T~). 

证 明 (1) BYR Ø, X € P,(T). i8 A,B € P (T). W (4°): = A, A° € PT). 3} 
意 到 {A, A°} V {B, B°} = {AUB,(AUB)‘}, 有 


h (T, {AU B, (AU B)°}) < hy (T, {A, A°} V {B, B°}) 
< hy(T, {A, A‘}) T h,(T, {B, B°}) =0. 


因此 AUB e P,(T). 
设 A; € P(T), i€ N, 现在 , Xt k eN, 有 


m(n{U~(Us) } 


oc co c k 
<m (TV V {Ai, 4 ) +H, (人 0 Ai, (U a) | yeaa) 
< So hy (T, {Ai AS}) + Ay ({U Ai, (Č Ai My | ViA} ) 


i=1 i=1 


(Ge 证 


在 上 述 不 等 式 中 , $ k— +00, 并 利用 Martingale 定理 , 有 


mln (04) J) s(a (a) Jia) - 


因此 UZ Ai € P(T). 综 上 所 述 知 P(T) 为 8 的 子 o 代数 . 

(2) 设 a = {41,A2,…,Ak}. 注意 到 VE_,{A;, AS} = a 二 {4 Af}, 有 a S 
P,(T) 当 且 仅 当 ho,(T,a) = H (ala7) =0 4 HA4 aca. 

(3) 由 于 对 A €B, 


hy(T, {A, A‘}) = h,(T,T- {4, A‘}) = hy (T, {Fr 4， (T~*(A))°}), 


得 到 T 了 -IPT) C P,(T). RZ, HA € P,(T) Ml a = {A, A}. Mla ca. 
a C P,(T), @ Tæ c TPT) C TYP, (T) C --» CTP, (T) 对 每 个 ieN 
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成 立 . A PT) 为 8B 的 子 o 代数 , TPT) 也 为 8 的 子 o 代数 . 再 注意 到 a 
为 B 的 包含 所 有 Ta, i e N 的 最 小 的 子 o RE a c TPT). 这 已 经 说 明 
4ecacoarcT-P.(T). 因 4 是 任意 的 , P,(T) CTP, (TL). 

(4) XF X 的 任意 有 限 可 测 剖 分 a M k EN, 首先 有 hy(T*,as!) = kh(T,a)( 参 
见 命题 5.2.15 的 证 明 )， 进 而 不 难 算得 hy(T,a) < hy(T8,a) < kh, (T, 0). 这 说 明 
a C P(T) 当 且 仅 当 a c P,(T*). 因此 PAT) = P(T*). 最 后 由 注 记 5.2.16, 有 
P,(T) = P,(T-). : 口 

将 o ABP, HHA (X,B,u,T) 的 Pinsker o 代数 . 当 (X,B,u,T) HAW Leb- 
segue 系统 时 , HP, 可 以 确定 (X,B,u,T) 的 因子 系统 r : (X,B,u,T) > (Z, Z,v,S) 
(BP P, = 7 1(Z)), 称 Lebesgue 系统 (Z,Z,v,S) 为 (X, B, u, T) 的 Pinsker 因子 . 

定义 5.3.2 ”一 个 保 测 系统 (XX,B,1,T) 称 为 完全 正 炳 系统 ， 如 果 P,(T) = 
{O,X}. 这 等 价 于 (X,B, p T) 的 每 个 非 平凡 因子 系统 有 正 炳 . 

设 a = {41,42,…,An} AW (X,B,u,T) WW. 如 果 对 每 个 ;< N, 有 
A(4) < 1, WFK a 为 测度 非 平凡 的 剖 分 . 不 难看 出 

命题 5.3.3 (X,B,y,T) 为 保 测 系统 . 则 以 下 性 质 彼 此 等 价 : 

(1) (X,B,1,T) ALA ES RR; 

(2) X AAR AN AH AY A LR EE ILO 1) EN; 

(3) X 的 每 个 测度 非 平凡 的 有 限 剖 分 有 正 炳 . 

引 理 5.3.4 i (X,B,u,T) 为 可 逆 保 测 系统 , aby AX 的 有 限 可 测 剖 分 . 则 

() 如果 有 Sa 或 a 芭 那么 Jim 本 (VE T'a) = H,(ala->) 

(2) 如 果 ax B, 那么 im. H,(a|B~- vV T”) = A, (olf). 

证 明 (i) 首先 假设 < a. 则 T-"(87VVio0 T'a) 7 o, At H, lato- 
Vio Tia)) > Hi(ala-). 注意 到 


n—l1 
H, (V rale) = H,(al|87) + H,(Tala v 67) prih 
i=0 
n—2 


+H, (T"-ta| V T'a v 87) 
i=0 


= H,(a|G-) + Ha (aT (a V B-)) + 


n—2 
+H, (ore (V T'a za) (由 命题 5.2.2 (6)), 


1 一 0 


因此 HV Tialb-) > H,(ala-). 
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(ii) 其 次 , 假设 a < b. 则 一 方面 
也 一 n—-1 
LH, (V rai") < LH, (V Taja”) 一 Hu(ala-) (由 (i)). 
i=0 i=0 


男 一 方面 


1 n—1 | 1 n-1 1 n-1 
ite (V raa) = 7 Au (V riae) = nie (V TO 


?一 0 


n-1 
V rave) . 


i=0 


在 上 式 中 令 n 一 00, 得 到 
1 n-1 
nl 
V Tia V | 
i=0 4 一 0 
1 n—-l1 1 n-1 n—-1 
lim fz (V rigar) = h (V TiB| V T'a v a=) 
i=0 i=0 i=0 


n—-1 

1 : 
lim —H T’ala_) = H =]. 
lim, > (V ala”) sole" 


i=0 


n—1 
> H,(6\3-) — lim H, (V Tp 


(iii) 以 下 证 明 (2), 假设 a < b. 首先 
Hi(alB -VT ™Y )= Hi,(BIB VT "YT )— H,(Blav BYT”). (5.3.1) 
再 考虑 等 式 
n—-l 
H, (V T’ 6167 V r) = H,(8187 VY )+ H,(TB|TB- Vy) 
i=0 
+o +H (I"B|I"B- V1) 
= H (BIBT Vy) + Ayla YT) 
+- + H (B167 VT") (由 命题 5.2.2 (6)). 
在 上 式 中 , 4 n 一 oo 并 利用 前 面 的 讨论 , 得 到 
n—l 
H,(8|G") = lim LH, (V T667 V r) = lim H,(6|8° VT). 


i=0 
将 此 应 用 到 等 式 (5.3.1) 可 得 
lim H,(al6~ VT~"7~) = H,(68-) — lim H,(6la V 87 V T) 
2 H,(8|8") — H,(BlaV 8”) = Halal). 
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反问 的 不 等 式 是 明显 的 . 口 
定理 5.3.5 (Pinsker AA) 设 (X,B,yu,T) 为 可 送 的 保 测 系统 , ABA X HA 
限 可 测 剖 分 . 则 
Ay(T,aV B) = hy(T, 8) + H, (a87 Va), 


证 明 首先 有 
n—1 
“Hy (V TŻ (æ V Bla- V a 
1 pe —1 n—1 
一 二 fa, (V T’ bla ve) +H, | Tala” v 8T V VV rpj| 
4 i=0 i=0 i=0 
1 


n-1 n— k-1 
2 > fa, (Vrae va) X 2H (sie vv V rs) P 
在 上 式 中 , 令 一 co, 利用 引 理 5.3.4 性 质 (1) 和 定理 5.2.7(1), 可 得 
h,(T,a V p) = h (T, B) + Halal? Va-). 口 


我 们 不 难得 到 引 理 5.3.4 和 定理 5.3.5 相对 于 一 个 严格 了 不 变 的 子 o 代数 的 相 
对 化 版 本 . 例如 

定理 5.3.6 (相对 的 Pinsker 公式 ) 设 (X,B,u,T) 为 可 逆 的 保 测 系统 , 0,8 为 
X ORR MAD HAA BERT REST o 代数 (P TLA = A), 则 


H,,(aV Bla vB- V A) = H,(BlB- V A)+H,(ala- V 8T V A). 
设 (X, B, u, T) ARMAS, 用 Px 表示 X 的 全 体 有 限 可 测 剖 分 . 
定理 5.3.7 设 (X,B,u,T) 为 可 逆 保 测 系 统 , 则 P T) = Vgepx No T8. 


证 明 ER X 递增 的 有 限 痢 分 序列 & 7 PaT). A hy(T,éx) = Halli) = 


&cG&=Urrg V (rs. 
n=0 BEPx n=0 
BY P,(T) = Viet Ek C Vi nee TEs C Voepx Qe cae 
另 一 方面 ， 固定 E € Px, 设 n E€ Px 满足 n wD THA 则 nt C ET H 


Hu(€Vnlé Vn) < Hal V nET) = AEE), 
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Hi(€ Vn Vn) = hy(T,€ Vn) = hy(T,é)+ H(nlé" Vn") 
> hy(T, £) = Ay ). 
结合 上 面 两 个 不 等 式 , 有 
Hp (EV nET Vn-) = HEET) = H,(élé V nT) + Hall) 
= H,(é|€~) + Halna). 
这 说 明 H,.(n|n~) = 0, BE n c P,(T). 从 而 对 每 个 te Px, 有 已 (T) 2 NOTE, 
这 就 推 得 P,(T) = Veepx ‘que re. Q 
定理 5.3.8 设 (X,B, u, T) 为 可 逆 保 测 系统 , E E Px 和 A 为 B 严格 工 不 变 
的 子 o 代数 . 则 H (EJET V A) = HEET V P(T) V A). 特别 地 ， 
h,(T, £) = H,(élé ) = Ay (EJET V P,(T)). 
WEBA (ERARI n C P(T), 则 由 定理 5.3.6 可 得 
H (EV NE Vn V A) = Hy(nin7 VE VA)+H,(élé V A) 
= H,(élé Vn V A) + Hallé VE Vn VV A), 
Bp 
Hy(élé Vn V A) = He (EET V A). 
现在 选取 满足 m 7 PaT) 的 有 限 可 测 剖 分 序列 m, 然后 利用 定理 5.3.1 (3) 可 得 
H,(élé V P(T) V A) = H(tlé V A). 口 
定理 5.3.9 i (X,B, uT) 为 可 着 保 测 系 统 ， 上 © Px. 则 jim hy(T*,€) = 
A, (€|Pu(T)). 
证 明 使 用 定理 5.3.1 (4) 和 定理 5.3.8, 一 方面 


+00 
Jim sup h,(T*,€) = Jim sup Hy k VTi y pan) < H, (E| P (T)). 
j=l 
另 一 方面 , 有 
十 co 
Jim inf hy(T*,€) = jim inf Hy (« y rue) > lim inf H,,(€\T~*€-) 


十 oo 
> Hy (« a 9 >H,(E\P.(T)) (HÈM 5.3.7). =O 
k=1 
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习 题 5.3 
1. 设 (X,B, u, T) 为 保 测 系统 , WEA: 如 果 TB A B(mody), 则 hy(T) > 0. 
2. K(X, B, pT) 为 保 测 系统 . WR a, BAX 的 两 个 有 限 可 测 痢 分 , 则 


hy(T, a) < hy(T,B) + Ho(alB V P,(T)). 


3. KT 为 复 平面 的 单位 圆周 p > 1, Tp :T 一 了 满足 Tz(z) = z? 以 及 入 为 了 上 的 
Haar 测度 , 证 明 : ha(Tp) > 0( 实 际 上 ha(Tp) = log p). 

4. 设 (X, B, pT) HKSEMRR, 则 它 是 遍历 系统 且 当 (X, B, u, T) 不 为 平凡 系统 时 ， 
nu({z}))=0 对 z€EX. 

5. 证 明 相 对 的 Pinsker 公式 一 一 定理 5.3.6. 

6. 设 (X, B, p, T) 为 可 逆 的 保 测 系统 , a 为 X 的 有 限 可 测 剖 分 以 及 AW BF oR 
数 . 证 明 : 如 果 TAC A, 则 H(ala- VvP,(T)v A)=H,(ala- v A). 


§5.4 测度 K 系统 


本 节 将 介绍 一 类 重要 的 正 箭 保 测 系统 , 它 是 1958 年 Kolmogorov(1958) 首先 引 
AW. Rohlin 和 Sinai(1967) 将 这 类 保 测 系 统称 为 Kolmogorov 系统 . 
定义 5.4.1 R (X, B, u, T) 为 可 北 保 测 系 统 . RAE BiT og K, 使 得 


十 co OO 
KcTK, \VT°K=BE ()\T "K={e,X}. 
n=0 n=0 


则 称 (X,B,u,T) AKolmogorov 系统 或 简称 为 K 系统 . 

引 理 5.4.2 ”每 个 测度 KK 系统 (X,B, pT) 是 遍历 系统 且 当 (X,B,y,T) 不 为 
平凡 系统 时 , 4({z}) =0 对 zeX. 

证 明 设 Ae8B8 为 T 不 变 ,e >0 和 meN. MEE no FOMTRBET™K, 
使 得 (AAB) < e. Kitt T7t™ BE T-™K 并 且 (AAT) B) < e. 因 这 对 任 
È c> 0 成 立 , 有 A eT-mKk. 进而 再 由 m 的 任意 性 知 A EN o TK = {, X}. 
这 说 明 (X, B, uT) 为 遍历 系统 . 显然 , 当 (X,B,u,T) 不 为 平 几 系统 时 , (X,B, u, T) 
与 有 限 系 统 不 测度 同 构 . 因此 ur} =O Xf ee X. Oo 

在 例 5.2.14 中 我 们 介绍 了 Bernoulli 转移 系统 BCP). 在 此 , 考虑 一 般 形式 上 的 
Bernoulli 系统 . 设 (Y, D, v) 为 一 个 概率 空间 . 考虑 积 空 间 X = Y2, 积 测度 /= v7 A 

Ho 代数 B= DZ. EM X 的 转移 映射 o 如 下 : (0(2))n = zn+l 对 z= (zijiez € X. 
保 测 系统 (X, B, u,o) 称 为 Bernoulli 系统 . 
命题 5.4.3 ”每 个 Bernoulli 系统 为 测度 K 系统 . 
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WAR 设 (Y,D,v) 为 一 个 概率 空间 , (X, B, u, 0) 是 由 (Y,D, v) 生成 的 Bernoulli 
系统 . 对 AED, 设 X(4)={zreX:zoeE AAHF ={X(A): AED}. BR 
F C B. RER K = Vor IF. 以 下 验证 大 WEK C oK, VRK = BU 
及 (eyo -"K = {O,X}. 首先 KC ok, VonK = B 是 明显 成 立 的 . 现在 证 明 
Meo "K = {9, X}. RE AC Noo "K. MHP KE ZA BE VL, OF, A 
A Ly B, B (AN B) = u(A)u(B). A Viz Vin OF = B, A L, BOER BEB 
成 立 , 特别 地 , AL, A. 因此 u(A) = 0 Be 1, BP A e {, X}. o 

注 记 5.4.4 AK 1958 年 到 1969 +, 是否 每 个 测度 Kolmogorov 系统 一 定 为 
Bernoulli 系统 一 直 为 公开 的 问题 . 1970 +, Ornstein(1970) 首先 构造 了 一 个 Lebesgue 
空间 上 的 非 Bernoulli 的 Kolmogorov 系统 ,从 而 解决 了 这 一 问题 (也 可 参见 文献 
(Ornstein-Shields, 1973)); Katok(1980) 构造 了 光滑 的 非 Bernoulli 的 Kolmogorov # 
统 ; 1982 年 , Kalikow(1982) 给 出 了 一 个 更 容易 验证 的 例子 . 

我 们 将 以 下 引 理 留 作 习 题 . 

引 理 5.4.5 i (X,B,yu,T) ARMAZR KEN. 则 对 任意 s > 0, 存在 6 = 
Blesk) > 0, 使 得 如 果 可 测 剖 分 a = (41, Any, An} 和 B = (Bi, Bay, Be} 江 


R D(AJABj) < 6, 那 和 H,(alB) + Hy(Gla) < e. 进而 |hy(T,a) — hy(T, BP)| < 


H, (al) + H,,(Bla) < e. 
定理 5.4.6 1k (X,B,u,T) 为 可 送 保 测 系 统 , AA BHT ORK. 如 果 T-1AC 
AB lim T'A 7B, Wl Py(T) © A- HP Anco = Mea TA. 
证 明 ”首先 ,我 们 有 如 下 断言 : 对 每 个 有 限 可 测 剖 分 6, 有 H(é|P,(T) V 
4--) = Hy(f|A-oo). 
斯 言 的 证 明 : 首先 假设 tC A, 则 


H,(€|Pu(T) V A-co) 2 im, H, (Ñ VT Pit V P, (T) V Aco | 
i=1 
~ ae. H, (| (rev As] (由 定理 5.3.8) 


> lim, H (EIT? A) = H (E|A-co). 


其 次 , 对 任意 的 ne N 和 有 限 可 测 剂 分 €C TA, 我 们 可 以 进行 同样 的 讨论 . 最 后 

对 X 的 任何 一 个 有 限 可 测 部 分 5= (Aa, Aa, An} 和 = > 0. 3 8 = Ale, k) > 0 W 

足 引 理 5.4.5 的 条 件 . 注意 到 lim T'A 7 B, 我 们 能 找到 n e N 和 有 限 可 测 剖 分 
k 


B = (Bi, Ba++, Be} CT™A, 使 得 》 wu(4ABi) < ô, HET Hp (EB) + H, (BIE) < € 


i=l 
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现在 


Hy (§|A-co) < Hy(& V B|A-co) < Hy (GlA-oo) + Hy(€|B) 
< Hy(BlA-wo V P,(T)) +£ < Hi(€ V BJA- V Py(T)) + 
< H, (El A-o V Pu(T)) + Hi(BlE) + € < Hp(£l A-0 V Py(T)) + 2e. 
再 因 e 是 任意 的 , 有 Hy(ElA-co) < Hall A-o V PaT), 而 相反 方向 的 不 等 式 是 明 
显 成 立 的 , 这 就 完成 断言 的 证 明 . 
现在 从 断言 知道 , oR BS BY PA EWE EC PT) VA- WE C A-o. A 
此 P(T) C A-o. A 
定理 5.4.7 (Rohlin-Sinai 定理 ) 设 (X, B, p, T) 为 可 逆 保 测 系 统 ， 则 存在 B 的 
Fo REK, RIK CTK, VU TK = B fe Ly TK = 已 .特别 地 ,(XB,AT) 
为 K 系统 当 且 仅 当 (X, B, p, T) WEEE. 
证 明 ” 取 有 限 可 测 剖 分 &， Z B, 归纳 地 定义 mp = np- VT Sp, 其 中 序列 
np © N( 利 用 引 理 5.3.4(2)) 满足 对 每 个 gq > 2 有 以 下 一 组 不 等 式 成 立 
1 


a p=1,2,---,q—-1. 


Hy (nplng_1) — Hulnelng ) < G) 


现在 固定 p, 再 对 gq =p 十 1,p 十 2,…,n 求 和 即 可 得 到 
Hyltpltp) — Hullin) < = 


对 所 有 n > p 成 立 . BE 为 有 限 代数 {nn} 生成 的 o 代数 , 则 n 一 Vo TE. 
FR K = VETE 有 Ay(nplnz) — HulnplK) < > BARTOK CK, TK 7 B 
且 lim (本 (pl 呆 ) 一 已 (melC)) = 0. 设 为 有 限 可 测 前 分 且 Ec Mio TK, 那么 
ET c NAZ TTPK. 因此 


H, (EET) = Hp (np V Elng VET) — Hultplnp VE) 

< Hy(nplnp ) + HylElnp ) — Hu(tplX) 

= Ha (Eln; ) + (Ha (pln ) — Ho (nplK)). 
$ p> co, 注意 到 lim H€) = 本 ($IK) = 0 以 及 lim (Hull) — 
H, (n|K)) = 0, 就 得 到 

h (T, £) = Hy (EE) = 0. 

因此 , 如 果 € Cy TK, W EC PT), 这 说 明 No TK C PT). 注意 到 大 
满足 定理 5.4.6 的 条 件 , 有 PL) TK 2 PT). 定理 得 证 . = 
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定理 5.4.8 4 (X,B,u,T) 和 (Y,D,v,S) 为 两 个 可 逆 保 测 系统 ， 则 
P(r XS) Pil) PS). 


特别 地 , 两 个 测度 K 系统 的 乘积 仍 为 测度 KK 系统 . 

证 明 利用 Rohlin-Sinai 定理 , 存在 B o 子 代数 KT) AD 的 o 子 代数 
K(S), 满足 T K(T) Z B, TIKT) N PaT), S"K(S) FD 和 S57"K(S) \, PS). 
因此 

(T x S)\"K(T) x K(S) Z B x D. 


由 定理 5.4.6 得 到 
Pur sve Nex (T) x K(S)| 
C 站 [T-"K(T) x D] = P,(T) x D. 
n=1 
同 理 Pxy(T x S) C Bx P,(S). 这 就 得 到 Pxy(T x S) C P(T) x P(S). 而 相反 的 
包含 关系 是 显然 成 立 的 , 从 而 定理 得 证 . oO 


一 个 保 测 系统 (X, B, py, T) 称 为 序 k 强 混合 的 ， 如 果 对 任意 Ao, Ai, aa +, Ar E€ B, 
lim PANAT HAN: =N Ta+n2+ +n) A) = u(Ao)u( A1) u(Ak). 


(5.4.1) 
MRN k EN, (X, B, p, T) 均 为 序 大 强 混合 的 , 则 称 (X, B, u, T) 为 完全 强 混合 
系统 . 显然 , 序 1 强 混合 性 等 价 于 强 混合 性 . 在 遍历 理论 中 最 著名 的 公开 问题 之 一 
是 以 下 的 Rohlin 问题 : 是 否 强 混 合 列 含 完 全 强 混合 ? 
以 下 将 证 明 测度 K 系统 为 完全 强 混合 系统 , 为 此 还 需要 另外 几 个 引 理 . 首先 将 
以 下 Pinsker 不 等 式 留 给 读者 作为 练习 . 


l 
引 理 5.4.9 (Pinsker RFA) 设 pig > 0,i = 1,2,…,l 满足 》 pi = 1 和 
i=1 
>》 qi <1. w 
i=l 


1 2 
l (> [pi ve al) 
>_ Pi log (=) > > 一 一 
qi 2 


i=1 


log 2. 


引 理 5.4.10 4 (X,B, nu, ee h,a BAX MAAR MaQuUA 


e > 0. 如 果 H,(a) — Hp (alb) < = log2, wl > >》 |u(AN B) - w(A)p(B)| < €. 
BEG A€a 
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证 明 由 Pinsker FER, 
H,(a) - Hu(alB)=— >_u( (4)logp(4 )+ > UH (AN B) log “a o T ) 7 


Aca BEß Aca 


= >》 > u(An B)log rear AaB a 


BEB 4ca 


2 
> (3 log?) (5 >》 lu(ANB)— p(A)p maan) l 
BEB Aca 
这 说 明 》 > |u(An B) — w(A)u(B)| < e. 口 


BEß Aca 
定理 5.4.11 测度 KK 系统 为 完全 强 混合 . 
证 明 设 (X,B,1,T) 为 测度 K 系统 和 8 的 子 o 代数 大 满足 
十 oo Co 
KcTK, \VT"K=BH ()T"K ={o,X}. 


n=0 n=0 
因 VIS TK =B, HXH (X,B,u,T) 为 完全 强 混 合 的 , 我 们 只 需 证 明 对 任意 ke N 
和 Ao, 41，…. -, Åk E€ U T”K, (5. 4. 1) 成 立 . 
现 设 Ao, 41,…, Ax E USS TOK, WETE mo € N, 使 得 4o, 41,…, Ak E TK. 
Hee >0. AN TK ={2,X} MT-YK c TK, X} ne Z4, 
„im Hy({Ai, APHID") = Hy ({4i, AF}) 
对 每 个 ie {0,1,---,k} 成 立 . 因此, FE N CN, 使 得 当 n > N Ef, 
H a — H,,({Ai, As}T-"K) < Slog2 
H,({Ai, A¢}H{B, a < = log 2 en ie oe k} 成 立 . a 5.4.10, am 
Ž n NM BET K, A 
|u(4: N B) — u(4:)u(B)| < € (5.4.2) 


对 iE {0,1,---,k} 成 立 . 当 1, 72,73,°°°,Mk 2 N+ mo EF, 使 用 (5.4.2) 和 事实 
40,41…,4k E T™K, 有 


| (Ag-1 N T7™* Ax) — w(Ag-1)u(Ak)| < £, 
|u(Ak-2 NT ™*2(Ag_1 NT "* Ak)) — pArs) (Ar-1NT "* Ag)| <€, 


ulo NT (Ar OT (Aa nee nT Ag =:))) 
— p(Ao)u(A1 AT (AgN AT Ak N+) < E. 
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从 上 面 的 一 组 不 等 式 容 易 推 得 : 当 1,72,73,°°°,Nk 之 N + mo 时 ， 
In(AoNT- (A )AT~(™42) Aon. APT +n) Ay) — (Ag) u(A1) «+ (Ag) < ke. 
Ale > 0 是 任意 的 ， 


(âo q T "Ay 门 Tote) A. ‘aloe T—(mitnat-tne) A) 
NIIN2, Nk OO 


= p(Ao)u(A1)-: - u(Ak). 

这 就 完成 了 证 明 . 
习 题 5.4 

1. 设 (X,B,u,T) AK 系统 . WEH: (X, B,p,7*)(k £0) 也 为 K 系统 . 

2. 证 明 Kolmogorov 属性 对 因子 遗传 . 

3. 证 明 引 理 5.4.5 和 引 理 5.4.9. 

4. 设 了 为 复 平面 的 单位 圆周 p > 1, To :T 一 了 满足 Tz(z) = 2 以 及 入 为 了 上 的 
Haar 测度 , WEHA: (T, B(T), A, Tp) A Bernoulli 系统 . 

5. W(X, B, u, T) 为 可 逆 保 测 系统 , a AX 的 一 个 有 限 可 测 剖 分 . 则 对 任意 的 es> 0, FF 
E K CN, 使 得 对 任意 K 分 离 的 非 空 有 限 集 ECZ, € 


而 及 (v ra — H,(a|P.(T)) 


i€EE 


<E, 


这 里 , 2 的 子 集 称 为 KS, 如 果 它 的 任意 两 个 不 同 元 素 之 差 的 绝对 值 大 于 K. 
85.5 Æ wE 
本 章 的 内 容 是 焙 的 经 典 理论 ，85.1 和 85.2 主要 参考 和 借鉴 了 Glasner(2003), 
Walters(1982), Denker etc.(1976) 以 及 Petersen (1983). §5.3 和 85.4 主要 来 源 于 
Parry(1981) 和 Glanser(2003). 关于 Rohlin 问题 : Host(1991) 对 相对 于 Lebesgue 测 
度 奇异 的 测度 证 明了 强 混合 性 等 价 于 完全 强 混合 性 ; Kalikow(1984) 对 阶 为 1 的 保 
测 系统 证 明了 强 混合 性 等 价 于 完全 强 混合 性 . 随后 , Ryzhikov(1992) 将 Kalikow 的 


结果 推广 到 有 限 阶 保 测 系统 情形 ; Ledrappier(1978) 构造 了 一 个 Z? 作用 下 非 序 5 强 
混合 的 测度 强 混合 系统 . 


第 6 章 ” 焕 与 局 部 化 


EANA TAARE, 引入 了 测度 Pinsker o 代数 和 测度 Kolmogorov 系 
统 并 研究 了 其 基本 属性 . 为 了 研究 测度 Kolmogorov 系统 的 拓扑 对 应 , Blanchard 等 
人 在 拓扑 动力 系统 中 引入 了 一 致 正 箭 和 完全 正 焙 的 概念 . 通过 将 粹 的 概念 局 部 化 ， 
可 以 得 到 拓扑 Pinsker 因子 的 存在 性 . ARREST ARITA PRK HY RE 
理论 研究 的 成 果 , 特别 是 拓扑 K 系统 、 焕 的 局 部 变 分 原理 和 炉 串 的 概念 及 其 基本 性 
质 . 具体 来 说 , 86.1 将 引入 测度 Kolmogorov 系统 的 拓扑 对 应 ; 拓扑 K ASE; 86.2 首 
Fee a aS | AS MB, 然后 通过 证 明 拓扑 炉 串 具有 提升 性 质 说 明 每 
个 动力 系统 存在 最 大 的 零 箭 因子 ; 86.3 将 对 可 测 覆 盖 引 入 两 种 测度 粹 并 研究 其 基本 
属性 , 进而 给 出 Glasner 和 Weiss 关于 开 覆 盖 的 拓扑 炉 和 测度 粹 内 在 关系 的 一 个 定 
E; 86.4 首先 局 部 化 测度 科 的 概念 , 引入 测度 炉 串 并 研究 其 基本 属性 , 然后 通过 证 明 
测度 炉 串 具有 提升 性 质 说 明 每 个 保 测 系 统 存 在 最 大 的 零 燃 因子 ; 86.5 将 建立 相对 于 
开 覆 盖 的 粹 的 局 部 变 分 原理 ; 86.6 获得 了 两 种 焙 串 的 变 分 关系 . 


86.1 Mth K 系统 


在 前 面 的 章节 , 我 们 已 经 看 到 拓扑 动力 系统 和 遍历 系统 有 着 许多 平行 之 处 . 例 
如 , 遍历 理论 中 的 遍历 性 、 弱 混合 性 和 强 混合 性 , 在 拓扑 动力 系统 中 有 传递 性 、 拓 
扑 弱 混合 性 和 拓扑 强 混 合 性 与 之 相对 应 . 测度 Kolmogorov 系统 是 遍历 理论 中 一 类 
非常 重要 的 系统 . 在 遍历 理论 中 一 个 可 道 保 测 系统 为 测度 Kolmogorov 系统 当 且 仅 
当 它 具有 以 下 属性 之 一 : (1) 它 为 完全 正 炉 系统 , PERSIE ILA FARA LEM, 
(2) 每 个 由 两 个 测度 非 平凡 的 元 素 构 成 的 剖 分 有 正 炉 ; (3) 每 个 由 有 限 个 测度 非 平凡 
的 元 素 构 成 的 剖 分 有 正 炉 . 本 节 从 测度 Kolmogorov 系统 的 上 述 三 个 等 价 属性 入 手 ， 
将 引入 和 研究 测度 Kolmogorov 系统 的 拓扑 对 应 物 : TSIM AR. n -KEWER 
统 和 拓扑 Kolmogorov 系统 . 

定义 6.1.1 8 (X,T ABD ARF NS 2. 如果 KX 的 每 个 由 nn 个 非 稠密 开 集 
构成 的 开 窗 盖 均 具有 正 拓 提 炉 , 则 称 (X,T) 为 n -REWR R; 如 果 对 每 个 n > 2， 
(X,T) 3A n -KEW kA, 那么 称 (X,T) 为 完全 一 致 正 灶 系 统 或 拓扑 K 系统 . 

易 见 , (X,T) ASS BEM ARH AMS X 的 每 个 由 有 限 个 非 笛 密 开 集 构 
BC AS FE AA IE Ea. 当 n = 2 时 , 将 2 —BOEM AS PK ARERR ; 
另外 , 如 果 动 力 系统 (X,T) ERIE ILA SRR A EI, UREA SES IE 
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系统 . 不 难看 出 , n-REM, HE- KERKE ERER ATR BT 
BER ABRAA SCS ERE. 在 本 节 后 面 的 部 分 将 说 明 存在 非 一 致 正 灼 完全 正 
MAR. 需要 指出 的 是 ， 从 我 们 的 定义 来 说 , 平凡 系统 既 为 完全 一 致 正 精 系 统 又 为 
Se EMA. 

定义 6.1.2 R (XT) 为 动力 系统 . 

(1) 设 页 ,1 为 美的 中 个 非 空子 集 (n > 2)， 称 (X,T) 相对 于 U, 
U2,… ,Un 具有 属性 已 , 如果 存在 N > 0, 使 得 对 任意 之 2 和 5 = (s(1),---, 8(k)) 
E€ {1,2,---,n}*, HA y EX WA yE Uap TEDN (y) € Usi); 

(2) * n > 2, R(X, T) 具有 属性 Ph, t RA X 的 任意 nn 个 非 空 开 集 Ui,Uo,…， 
Un, (X, T) 相对 于 U1, U2,- ,Un 具有 属性 Ph; 

(3) 称 (X, T) 具有 属性 P, 如 果 对 每 个 n 2, (X,T) 具有 属性 Ph. 

显然 , 每 个 Bernolli 系统 具有 属性 P, 每 个 具有 属性 P 系统 为 拓扑 弱 混 合 的 . 

引 理 6.1.3 假设 动力 系统 (X,T) MAT n PAE FR U, U2,---,Un (n> 2) 
具有 属性 Pa L Ni Ui = 2. co R X HARKS V=a{Vi,V2,---, Vn} MA Ui C Ve, 
i=1,2,---,n, 则 htop(T, V) > 0. 

WEBA A (X,, T+) 相对 于 01,U2,…,Un 具有 属性 及 ,所 以 存在 入 > 0, 使 得 对 
任意 大 > 2 和 s = (s(1),…,s(k)) € {1,2,…,n}*, 能 找到 z*(s) € EG -Da 
这 样 , 对 任意 > 2, 设 Xk = {zt(s) : s € {1,2,---,n}*}. HF Ui CVS, i = 
1,2,…,n, 对 任意 te {1,2,…,n}*, A (NES TN Via O Xk| < (n 一 1)*. 结合 


这 一 事实 和 [Xa] = n, P NVE TV) > NVE TNV) > Eee 因此 
ae, 1 kN—1 m-i 1 n 
mop(T, V) = lim oH (VEN) TV) > 5 log (= u -) >0. o 


作为 引 理 6.1.3 的 直接 应 用 , 有 

引 理 6.1.4 每 个 具有 属性 PHD ZRALE-KEBAR, 特别 地 , 每 个 
Bernolli AAA LA-KEBG AR. 

引 理 6.1.5 A-R EWARADA Ai. 

证 明 ”假设 (X,7T) 不 是 弱 混 合 系统 . 由 定理 1.4.5(2) 知道 , 存在 X 的 两 个 非 
空 开 集 U,V, 使 得 N(U,U)ON(U,V) = Ø. 显然 UNV = 0. 取 具 有 非 空 内 部 的 闭 
TÆ U,V, HIF U1 CU AV, CV. 

由 于 对 每 个 ne Z, HAUNT "UU, = 或 NT "VY = 成立 ,于 是 存在 
序列 {Wr}nez,, 使 得 Ui CT-"W 对 每 个 me Z4 MIL, 这 里 Wn = US MK VE. 

WV = {UF, Ve}, UV AX 的 一 个 由 非 稠 密 开 集 构成 的 开 和 覆盖 . 对 每 个 ze 式 
和 mn EN, 考虑 第 一 个 使 得 Tiz € U 的 ie {0,1,2,…,n 一 1}( 如 果 这 样 的 i 存在 的 
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if). 易 验证 V2 Tv 有 一 个 由 如 下 子 集 构成 的 子 覆 盖 ， 


USN NT EDU AT WNT OVW nT" YW, i=0,1, n1 


以 及 站 TUP EDERA n € N, 均 有 (VE T-V) < nt BE Pop (PY) = 


0, 所 以 (X,T) RABE ARS. a 

E TES BEY EA PR TP EE oh RB (参见 定理 6.5.2). 

引 理 6.1.6 i (X,T) AZALEA, 则 存在 we M(X,T), 使 得 supp(u) = 
X. 

证 明 设 supp(X) = Ueemx,T) SUPP(9), 则 存在 u € M(X,T), 使 得 supp(p) 
= supp(X). 以 下 证 明 supp(u) = X. WETS, supp(u) # X, HT REKATE 
supp(4) 收缩 成 一 个 不 动 点 p, 得 到 (X,T) 的 一 个 非 平 凡 的 因子 系统 , 记 为 (Y, S). 
由 于 M(Y, S) = {6p}, 使 用 箭 的 变 分 原理 (参见 定理 6.5.2) 知 htop(S) = hs, (S) = 0， 
XH (X, T) 为 完全 正 粹 系统 矛盾 . 口 

例 6.1.7 R Q={0,1,2}% t o:N0 >N ÉH. HRB X = {0,1} U (0, 2}4 
fe T =0|x, A] (X,T) 为 动力 系统 . BF ({0,1}2,o) 和 ({0,2}2,0) 为 Bernoulli 4 
统 , 它们 为 完全 正 粒 系 统 . 由 于 {0,1} 和 {0,27 有 公共 点 (---,0,0,---), (X,T) 为 
Re ENR RR. EA, (X,T) 不 是 传递 系统 , 因此 由 引 理 6.1.5 4, (X,T) 不 为 一 臻 
EAR. 同时 也 不 难看 出 , X 上 没有 遍历 的 全 不 变 的 Borel 概率 测度 具有 全 支撑 . 

以 下 将 说 明 如 果 动 力 系统 (X, T) 具有 全 支撑 的 测度 jE M(X,T), 使 得 (X, Bx, 
LT) Ail ESC ERASE, W (X,T) ASA—-BUEMAR. 为 此 还 需要 以 下 两 个 
引 理 ( 留 作 习 题 ): 

引 理 6.1.8 设 关 为 紧 度 量 空间 , p A Bore o 代数 Bx 上 的 无 原子 的 概率 
测度 , P ur} =0 A ce X 成 立 . 如 果 Be Bx BR p(B) >7 > 0, 则 对 任意 
0<d<r, ## Borel Æ Bo, #H Bo C B A p(Bo) = 8. 

设 (X,T) 为 动力 系统 . 如 果 a = {41, 42,…, An} 为 和 的 有 限 覆 盖 以 及 1 < 
k<n, 则 


ka = {Ai U An U -U Ai, 21 Stn < ig < <ik Sn} 


仍 为 X HAERA. 

引 理 6.1.9 & (X,T) 为 动力 系统 , 则 

(1) 如 果 a AX HARARSZA1<k < Carda, 那么 N(a) < kN(ka) ,并 且 对 
E&A m E Z4, T-™(ka) = kT-™(a); 

(2) 如 果 ao,al ,al_1l 为 和 的 1 个 有 限 开 复 盖 , 则 kao V ka V- V koai 为 
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ki(Qo Vai Vee Van) OF RS, 其 中 1 入 上 入 minoxigi-1lCardai, H 


kiN (kao V kay V---V ka-1) 2 k! N (k! (ao Vai V- Vamı)) 
> N(ao V ay Ve Van); 


(3) 如 果 a XX 的 有 限 徐 盖 且 1 K k< Carda, 则 he(T, ka) > he(T, a) — log k. 

有 了 以 上 准备 , 现在 我 们 可 以 证 明 

定理 6.1.10 设 (X,T) 为 动力 系统 , 假设 存在 HE M(X,T), BFF (X, Bx, u,T) 
ARMAS LEB ARH supp(u) = X, M (X,T) AZA-KEBARR. 

证 明 4 (X,T) 为 平凡 系统 时 , HELME- MEMAR. WK 
(X,T) 为 非 平凡 系统 . A(X, Bx, T, u) HWS S IEMA, 所 以 /是 无 原子 的 测度 
(参见 习题 5.3(4)) H Pisker o 代数 P, = {X, Ø}. HU = {U1, U2,- Un} AX WH 
BAHA U, X 中 是 非 稠密 的 . 取 = mimi cicn{u(Uf)}. AF suppu) = 和 和 每 
TU; FE X PSAP BABE, 所 以 > > 0. 现在 选取 上 EN, 使 得 0 < 5 <r kant. 由 
引 理 6.1.8, 存在 X 的 Borel #4]4} a = {B1, Bo,…, Bn}, 使 得 Bi C US,i =1,2,---,n 
以 及 p(B =o Xt 7 =1,2,---,k. 

Al lim h(T”,a) = Hy(alP,) = Hy(a) = log k (由 定理 5.3.9 和 Pu= {X, 0}), 
所 以 存在 ， 1 g < N 满足 hy (T', a) > log (k — 1). % V = { Be, B$,- --, BE}. HMUEV 
M V= {Uiz1 Bi, Ui Bi,.…, [ji Bi} = (k 一 1)a. 从 而 


1 
htop(T, u)> > i 


> = (he (T',a) 一 log (k—1)) (由 引 理 6.1.9 的 (4)) 
zi 
> 了 


了 htop(T ,24) = h,(T',U) > 了 he(T 


(h,,(T', a) — log (k —1)) > 0. 


因此 (X,T) Aste PEMA SE. 口 

对 > 2, 由 定义 知 n+ 1 -KHEMR EN n —RIEMAR; 在 本 节 的 余 
下 部 分 , 我 们 的 目的 是 举例 说 明 n —BOEMS n 十 1 EREA A NAA 
质 . 为 此 先 引 入 一 些 记号 . 对 p> 2, 设 A = {0,1,---,p— 1} 具有 离散 拓扑 , V = AN 
具有 积 拓 扑 和 o: D 一 D HARB. Xt nr > 2 Ml a = (ai,02,…,an) € A” 
(一 个 长 为 n WHER), 定义 lal = mw o(a) = (a2,---, Qn) 和 P(a) = (@2,---, Gn, 01). 我 
们 说 a 在 z= (zi1,7z2,…) E X X x E A”, m > n 中 出 现 , MRE I CNW 
FE a = (zj,Zjt1,… ,2jtn-1) (此 时 , 简 记 为 a < x). HEC RE totli KRE). 对 
b=(b1,.…,bm) E A”, & ab = (a1, +- an, b1, t, bm) E A+. 对 XCD 和 有 ACX, 
设 AC=X\AM 


(aly, an] = {y © X : Yi, Yn) 二 (an) 
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对 X WIP RU = {U0,Ui,--+,Up_1} M K CA", 如 果 


X= U Uio mo- Ti mea UU 
(t0,°*,in-1 EK 


我 们 就 说 (K,U) 覆盖 了 X. 进而 , 每 个 we K 称 为 一 个 长 为 n 的 命名 . 

我 们 将 构造 (2,o) 的 一 个 传递 子 转移 系统 (XX,o), 使 得 zx = (zi1,72,…) 为 
(X,o) 的 传递 点 且 满 足 (1) (X,o) 是 2 -KERRAK (2) U = {[1]°, [2]°, [3]*} 具有 
HB Tp ha. 

更 确切 地 说 , 有 

定理 6.1.11 FA2-KEBMIES -RERA AR. 

WAR ito: NON WE ((1), 6(2),---) = (11,2, 1,2, 3,1, 2,3,4,---). 

取 A; = (00123000), nı = |A| M Ui = {A1, 09) (A, )0°O }. 设 


C} = A10™ = Ay(0% AIC} = o(41)010™ = 0  (Agay)0® Yoree, 
假设 
{Di +++ Days Dh Dang o Darma t Daya} = {00,01}™. 
设 


Ag = A10™ D}... D}, D} y1 ee Din, «++ Dhimmi Dhim, 
n2 = |A2| 和 Uz = {42, 0) (A2)0$®}. 


如 果 At, oe -, Ax 和 U1,: Ub 已 经 被 定义 ， 设 
Gr = Agr) 和 Cr = oF (Agi )0% “Ore, 

: 假设 {D} yu De Db al Dh ma DE ny aad ss -DE on} = {c§,Ch}™. 
并 设 

Asi = ApO™ DK a DE Diaa ale Di, see DP ony ny 41 ; ++ DE ong, 

ng+1 = |Avtil A User = {4k41 PTY (Ag ys OPT}. 
则 Nk+1 = 2nk + 2N4¢(k)Mk2”* = 2nx(l 十 ng(k)2"*). 设 x = lim Ax 和 A= w(x, o). 我 
们 断言 ，(X,c) 为 我 们 所 需要 的 系统 . | 

首先 说 明 (X,o) H—-BUEM AR. 设 {U,V} 是 X WAAAH U,V 为 X 的 非 


稠密 子 集 . 取 非 空 开 集 Uo, Vo, 使 得 Vo C Ye Vo SU. 因 z 为 (Xc) 的 传递 点 , 存 
在 非 负 整数 ” 和 自然 数 i, 使 得 o"r E Uo, o'tir e Vo. 
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$ U = oUo AV = oV. WU A x WRR, VM A ola) 的 令 域 从 
b 的 定义 知 存在 k, 使 得 O(k) = i, Uz = [Ax] C U1 WR Ve = [A0] C V. 
注意 到 A, 4 A. Alb Van Ve = Ø, 自然 地 , Vo c US MI Uz: C VE. BH 
Uy, = { Ak, ° (Ak )O}. 

从 9 的 定义 知 存在 无 穷 多 个 j, 使 得 $(7) = k. 从 而 


Ci = A,0™ 并 且 C = 0*(A,)0°0"*, 


以 及 
.Di 


Org 
nj2 7 


Aji = A;0 DI a D) Das nil Din, oF D} ans 一 nj 二 1 
这 里 Dirin; E D rija € {C}, Cy Xf l=0,1,---,2%-1 成 立 . 

易 见 (X,0) 相对 于 U2, Vo 具有 属性 Po, 再 由 引 理 6.1.3 知 htop(o, {UZ, VF}) > 0 
(BN = 2nx). 进而 因 {UF, Vi} 为 {08,VZ} 的 加 细 , 所 以 htop(o, (UF, VF}) > 0, BE 
htop(o, {US, VE} = hopla, o7" {U§, VE} > 0. 注意 到 {U,V} 为 (US, VO} 的 加 细 , 有 
htop(o, {U,V}) > 0. 至 此 已 经 说 明 (X,o) AH—-BUEMA SE. 

现在 证 明 U = {{[1]°, [2]°, [3]*} RASH. i n e N, As 为 传递 点 ,所 以 
X = {y€ X: y€ [zj £jġn-1), 3 j E N}. 对 {io,.… ,in_1} E {1,2,3}", 令 


alion ina) = [of No tinne PY in]. 
易 见 gr] C a(io,…,in-1) 4AM gjss € [i] WO< 7 <n-1 KY, 
以 及 
NI) = min{|K|: K C {1,2,3}" 和 U a 166 in-1) = X}. 
由 于 
[1]° = (0) U [2] U [3], [2)° = [0] o [1] u [3], [3 = [OJ U [1] ù [2], 


所 以 对 每 对 i,j € {0,1,2,3}, 存在 k © {1,2,3}, 使 得 [i] U [j] c [kJ*， 因 此, 如 果 
a = (Q1, ,Qn),b = (b1,.… ,bn) € {0,1,2,3}", 则 存在 c= (c1,---, en) E {1,2,3}” 
满足 
[aan] U [b1,--+, bn] C a(ci,+++, Cn). 
现在 固定 keN. 对 每 个 1 < k, 选取 (ci, i ch.) E€ {1,253}, 使 得 
[Aa] U [ce Aj0%] C alh,- cha) 


那么 我 们 断言 X 被 以 下 一 些 长 为 nk 的 U 命名 覆盖 . 
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Pi(yi,: 2 SU) 
(iyi, X Un 
(Wao +s 9h, 1%), l<ick, 1 <J <M, 


在 此 记 
Me h = 人 11 


(cf, Kon (yf, Luk). 


事实 上 , WR a 为 出 现在 z 中 长 为 nk 的 块 , 则 存在 j > k, 使 得 a 出 现在 A; 
P. 因此 , 通过 对 j > 进行 归纳 , 容易 说 明 上 面 的 断言 成 立 . 因此 


k 
NO *) < $5 Bni < 3kng < 3ng)?. 
j=1 
这 清楚 地 毕 含 着 htop(o,U) = 0. 口 
注 记 6.1.12 类似 地 , +H n> 2, 可 以 构造 出 n -KEB BIE n+1-KE 
A HB. 
> 题 6.1 
1. 证 明 n KER, KEKERAN TEER ER Fe 
2. 证 明 引 理 6.1.8. 
3. 证 明 引 理 6.1.9 
4. 对 每 个 > 2, 构造 出 n EREJE ”+ 1 —BOEM HAS. 
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在 本 节 , ATE FOR MS SMS, EA BR 
EF HERR THA AREERAN SHAS. it (X,T) 为 动力 系统 和 KC X. 
X WERAK U = {U1,U2,---,Ur} 称 为 相对 于 K 可 允许 的 覆盖 ， 如果 对 每 个 
1<j<k, A U; DK. Ra, 可 以 定义 相对 于 K 可 允许 的 剖 分 . 

定义 6.2.1 设 (X,T) 为 动力 系统 和 n> 2. 串 (ai)? c X” 称 为 拓扑 n HB, 
如 果 {x}, 中 至 少 有 两 点 不 相同 , 并 且 对 任意 相对 于 {zi}?_1, TAHIRA U 
ILA Edss A. á n= 2H, wie deih 2S APE. 

Xt n > 2, A En(X,T) 表示 系统 (X,T) 全 体 的 拓扑 n HB, E(X, T) 表示 
En(X,T) 在 X° 中 的 闭 包 . $ An(X) = {(7x,7z,… ,2X)(n 次 ) : x E€ X}, A(X) = 
Ao(X). AM, (X,T) 为 一 致 正 灶 系统 当 且 仅 当 An(X)U En(X,T) = X”; (X,T) 
为 完全 一 致 正 粹 系统 当 且 仅 当 Am(X)U Em(X,T) =X" 对 每 个 m > 2 成立. 


命题 6.2.2 i (X,T) 为 动力 系统 . 如 果 大 HRS U = {U1,U2,…,Un} 满 
足 htop(T,U) > 0, 则 存在 点 zi € US i= 1,2,---,n, RAF (21, 20,---,2n) Adeat n 
精囊 . 

证 明 ”我 们 先 说 明 存 在 开 和 覆盖 Ui = {U}, U2,---, Un} 满足 htop(T, U) > 0, 
Ul > U; H diam((U})°) < sdiam((Ui)®),i = 1,…,n. 然后 归纳 地 对 每 个 i € 
{1,2,…,n},， 可 以 得 到 递减 的 非 空 闭 集 序列 {(U")*}%_1, E (Ur 收 全 到 点 
Ti i= 1,2,- n, H (zlz2 ,Zn) ABARAT) n AB. 

如 果 US 为 独 点 集 , BOUL = U 即 可 . 当 UE 不 为 独 点 集 时 , 至 少 在 Uf 中 存在 
两 个 点 yy H dy,y) > 0. 取 el 满足 0 < el < dlu, y), 然后 构造 由 中 心 位 于 Uf、 
半径 为 si 的 开 球 构成 的 Uf 的 覆盖 , 将 其 记 为 S. 由 于 UL AAR 可 以 取 SHA 
限 子 覆盖 {Wi, Wz,…, Wi}, 显然 上 > 2. 8 Fi =ULNW, MS 的 选择 知 Fi 为 UF 
的 真子 集 . 

由 于 Vii {Fe U2, Un} >U, 有 


k 
0 < htop(T,U) < htop (7. V{EEU ae Un}) < Y heon (T, {Fe, U2,- Un}). 
i=1 


这 说 明 存在 i, 使 得 htop(T, {Fr,U2,…,Un}) > 0. RU] = FF. RARI U2 做 同样 的 
si Nadia te 
足 htop(T,U1) > 0, U} > U; H diam((U})*) < sdiam((U Hiei 

无 限 次 重复 以 上 过 程 , 就 得 到 递减 的 非 空 : 闭 集 序列 (UI), 使 得 ay 收敛 到 
点 rii = 二 1,2,…,n 且 htop(T,Um) > 0, XE Um = {UP,UP,…,UT}. 因 zi € U$ 
E Ni UF = Ø, {21,22,---, tn} 至 少 有 两 个 不 同 的 元 素 . 

最 后 , 我 们 说 明 (zi,zz，…,zn) 为 拓扑 n HB. ESAR {ci}, TR 
许 的 开 覆 盖 V = {VW, V2,…, Vi}, AE e > 0 使 得 对 每 个 i € {1,2,---, I}, 能 找到 
ji € {1,2,…,n} 满足 Bleje) C Ve, 其 中 Bleje) 是 以 zj, 为 中 心 。 为 半径 的 
FER. - 取 充 分 大 的 m, 使 得 (Ur) C B(xi,e) 对 每 个 i € {1,2,…,n}. 进一步 地 ， 
对 每 个 ie {1,2,…,n}, 有 Vc Bleje) CUM, BIV = Um, 从 而 hiop(T,V) > 
htop(T,Um) > 0. 这 说 明 (zx1,72,… En) 为 拓扑 n HARB. 口 

命题 6.2.3 a:(Y,S) 一 (X, T) 为 因子 映射 有 

(1) 如 果 (zlza ,Zn) E€ En(X,T), MAA (WY1,y2,… ,yn) © En(Y, S), 使 得 
TX(i) = ri 对 每 个 iE {1,2,---,n} 成 立 ; 

(2) 如 果 (My2, Yn) € En(Y,5) 且 (n(n),7(y2),…… ,Tr(yn)) E An(X), 则 有 
(a(y1), Ty) TYn)) E En(X,T). 
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证 明 (1) WH (£1, 20,-++, £n) E€ En(X,T). Xf m Ee N fl i = 1,2,---,n, FER 
zi 的 闭 邻 域 V, 14 OL, Vi" = H max?_, diam(V,”) < =, 考虑 开 覆 盖 Un = 
{(Vi7)°,--+,(V;7)°}, TU htop(S, 77 1Um) = htop(T, Um) > 0. 由 命题 6.2.2, 存在 y” € 
TIV), 使 得 (YT, € En(Y,S). 适当 选取 子 列 , P (r, ,YY) 一 
(Yr Yn). 显然 yi E mt (xi), += 1,---,n H (y1, yn) € En(Y, S). 

(2) 设 U 是 相对 于 (mi), nly) enlu) 可 容许 的 开 和 覆盖 , 则 U 为 相 
对 于 (yi1,y2,… ,yn) MAOH BR, 因此 hiop(S, rU) > 0. 进而 htop(T,U) = 
hiop(S, T'U) > 0. 这 说 明 (7 (yr), n(y2), +, T(Yn)) € En(X,T). 口 

注 记 6.2.4 把 (1),(2) 两 条 性 质 称 为 提升 性 质 , 在 以 后 的 章节 中 我 们 会 遇 到 许 
多 具有 类 似 提 升 性 质 的 点 串 . 

设 (X,T) 为 动力 系统 . P (ci)? 称 为 不 可 约 的 , 如 果 当 i A 7 时 , zi 入 zi 对 
n > 2, 用 ES(X,T) 表示 全 体 不 可 约 的 拓扑 n HB. BM, En(X,T), E(X, T) 和 
Ee(X,T) Æ X” 的 坐标 置换 下 保持 不 变 . 

命题 6.2.5 Hh (X,T) 为 动力 系统 . 如 果 htop(T) > 0, A 

(1) FEA n > 2, Ee(X,T) AX” 的 非 空子 集 . 特别 地 , 系统 (X,T) LAR 
当 且 仅 当 Ez(X,T)=%; 

(2) En(X, T) U A(X) AX" 的 Tom 不 变 的 闭 子 集 且 E(X, T) C En,(X,T)U 
Nn: 

证 明 (1) 固定 n>2. 因 htop(T) > 0, 存在 LEN, 184 hiop(T') = lhtop(T) > 
(n—1).4 S=T', BR Be(X,T) = Ee(X,S). 因此 只 需 说 明 E(x, S) 4 Ø. 

现在 取 开 覆盖 U = {U1,U2,--+, Ue}, 使 其 满足 htop(S,U) > log(n — 1). i$ (n — 
WU = {Uy Uj, :1 < fi < jz < < jn_1 S k} 不 难 算得 htop(5,(n 一 1)U) > 
Rtop(S,U) — log(n — 1) > 0. 因此 由 命题 6.2.2, IA 1 < ji < j2 <+ < jn- S k, 
存在 hjani © (UP Up.) ,使 得 (Bhi jainoa 1S <ie<<in_isk E Em(X,T), 其 
H m= 0r, 

i l = Card{ £i jj.) 1 Sji < jo < < jn- S k} AR {uyn ny} = 
{Eiji LLS ji < jz <- < jn- Sk} MRL n-1L AUX PHB 
盖 , 存在 1 < 81 < 82 < … < sn_1 S k, E {vy u} C U Us. 特别 地 ， 
Ts1s2.sn_1 © Ur Uso 这 与 rosen ye (ULT Us) 相 了 矛盾 . 这 说 明 ! > n, 进而 
由 定义 可 有 (vi) E Es(X,T). 

(2) BAR, Au(X) AT™ 不 变 的 闭 子 集 . 设 (zi)?_1 € En(X,T). WR T(z1) = 
T(z2) = … =T(zn), W) (T(z1), T(z2),… ,T(zn)) E€ An(X). WR T(z1), T(z2),……， 
T(zn) 不 全 相等 , KU 是 相对 于 (T(z1),T(z2),…, 了 T(zn)) 可 容许 的 开 覆 盖 ， 则 
T'U 为 相对 于 (z1, x2,… ,xn) 可 容许 的 开 覆 盖 , 因此 hioplT, TU) > 0. 进而 
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htop(T,U) = htop (T, TU) > 0. 这 说 明 (T(z1),T(z2),… ,T(zn)) € En(X,T). 由 此 ， 
En(X,T)UAn(X) X X” WIZ TO 不 变 的 子 集 . 

同时 , 对 任意 的 (xi) E€ a(X,T) \ An(X), 存在 {((eP)hi : m e N} c 
E,(X,T), 使 得 (P) > (wi). RU 为 相对 于 (cL, 的 可 容许 的 开 覆 盖 , 则 
由 定义 易 知 , 对 充分 大 的 m e N, U AMM GPL, 的 可 容许 的 开 覆 盖 , 进而 
hiop(T,U) > 0, Hl (Zi 有 € En(X,T), BI E, (X, T) C En(X,T)U An(X). 由 此 易 得 
E,(X,T)UAn(X) 为 X” 的 闭 子 集 D 

注 记 6.2.6 wRT TH, 则 利用 命题 6.2.5 可 以 看 出 EL(X,T) 和 En(X,T) 
AX TO 不 变 的 子 集 . 

定理 6.2.7 i (X,T) 为 动力 系统 . 用 AEX, T) 表示 包含 Eo(X,T)UA(X) 
最 小 的 闭 的 全 xx 了 不 变 的 等 价 关 系 ，7o : (X,T) > (Xo,Tb) 表示 由 等 价 关系 
A(E2(X,T)) 所 诱导 的 因子 映射 ， 则 (Xo, To) 为 (X.T) HRBAF, LH (X,T) 
HERAA T AR (Y,S), (Xo, To) 为 (Y, S) 的 扩充 . 

证 明 首先, 我们 说 明 (Xo, To) HAM ABBE 如果 (X0,To) AEM, 则 存在 
(x1,£2) € E2(Xo, To). 由 命题 6.2.3 (1) 知 , 存在 (yr, y2) € Eo(X,T) 满足 ro(yi) = 
zi 一 12. 由 于 (yo) € E2(X,T), 从 mo 的 定义 有 moly) = ro(y2), 这 样 zl = z2， 
矛盾 . 

设 a: (X,T) > (Y,S) 为 因子 系统 且 (Y, 5S) RAS. 由 命题 6.2.3 AR, D 
Eo(X,T), 进而 Rr 2 Rro = A(Eo(X,T)). KRW (Xo, To) Æ (Y, S) WTR. O 

注 记 6.2.8 ”将 定理 6.2.7 中 的 (Xo To) WA (X, T) HRABSBAF. 所 以 , 定 
理 6.2.7 也 能 表述 为 : 每 个 动力 系统 存在 最 大 零 粒 因子 , 且 该 因子 是 由 包含 其 全 体 
WAT Oo me ASA TT REGS KRAABS HAF AR. 

习 题 6.2 

1. W(X,T) 为 动力 系统 和 天 CX. KK BHR, 如 果 对 任意 相对 于 K 可 允许 的 开 履 
盖 U SUA IEYGS DH. 证 明 : 

(1) K AWR AA ERE |{k1,k2,…,kn}| > 2 BY {ki,k2,…,kn} C K, A 
{ki,k2,---,kn} C En(X,T); 

(2) K ARR AMS K AR; 

(3) 如 果 用 E(X, T) 记 (X,T) WER, 且 将 En(X, T) MA Es(X,T) WFR, 
则 Un>2 En(X,T)\{{z} : r E X} = E(X,T). 

2. 假设 W 为 动力 系统 (X,T) 的 了 不 变 闭 子 集 ， 证 明 : En(W,T) C En(X,T) H 
E.(W,T) C E(X, S). 

3. Ham: (Y,S) 一 (X,T) 为 因子 映射 , 证明: (E.(Y,S)) \ {{z}: £ € X} = E,(X,T). 
进而 , IBAA REF EME. 
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86.3 ”覆盖 的 测度 箭 与 Glasner-Weiss 定理 


本 节 将 首先 对 一 个 可 测 覆 盖 定义 两 种 测度 炉 , 然后 对 这 两 种 测度 粹 证 明 均 具有 
遍历 分 解 性 , 最 后 给 出 Glasner 和 Weiss RTF BE tall ERM TAA EE. 

首先 , 引入 一 些 概念 和 记号 . 设 (X,T) 为 动力 系统 . 把 由 X 上 有 限 个 Borel 集 
构成 的 覆盖 称 为 X 上 的 一 个 Borel BH; 如 果 其 元 素 彼此 互 不 相交 , 则 称 其 为 X 
的 一 个 Borel 割 分 . 分 别 用 Px,Cx 和 C% 表示 X 的 全 体 Borel 剖 分 、 全 体 Borel 履 
盖 以 及 全 体 有 限 开 和 覆盖 . 用 MX) 表示 所 有 定义 在 BX) 的 概率 测度 , 用 M((X,T) 
表示 M(X) 中 了 不 变 测度 全 体 以 及 用 Me(X,T) 表示 M(X) 中 了 不 变 的 遍历 测 
度 全 体 . 在 弱 * 拓扑 下 , M(X) 和 MX, T) 成 为 凸 的 紧 度 其 空间 . 

Romagnoli (2003) 对 覆盖 引入 了 两 种 测度 箭 的 概念 , 它们 在 建立 箭 的 局 部 化 理 
论 中 起 到 重要 的 作用 . 现在 我 们 给 出 具体 定义 . 设 (X,T) 为 动力 系统 , p E€ M(X), 
Xt UE Cy, 定义 


HU) = hth Hele) 


不 难看 出 , Hula) 的 许多 属性 可 以 自然 地 扩充 到 HU). 

引 理 6.3.1 i (X,T) 为 动力 系统 , we M(X). 如 果 U,V ECx, 则 

(1) 0 < H, (U) < log NY); 

(2) +#RU>V, 则 H,U) > Ha (V); 

(3) H,(U VV)< H,(U) 二 H,(V); 

(4) H (TU) < Hry(U); 5 T Tt, Hy(T~*U) = Ar, U). 

4 we M(X, T) MU ECx, AW H (UST) ERF n EN 的 非 负 次 可 加 函数 . 
因此 , 从 引 理 6.3.1(3) 和 (4), 我 们 可 以 将 U 相对 于 / OMe UT: 


= : 1 m-1l\ _:; 1 n—l1 
h (T,U) = im =H, )= inf z Hp (Uo ). (6.3.1) 
另外 , 定义 
十 = . 
h; (T,U) = ey hy(T, a), (6.3.2) 


PK AL (TU) 为 覆盖 U 相对 于 u OS. 下 面 的 引 理 概括 了 上 述 两 种 覆盖 测度 
SAS EEA EI (这 些 性 质 的 证 明 是 容易 的 ): 

引 理 6.3.2 8 (X,T) 为 动力 系统 , we M(X) 和 U,V eCx. 则 

(1) h,(T,U) = ap hal T™ UBT) 对 每 个 M > 1 成立; 

(2) At(T,U) > ahi (TU) 对 每 个 M > 1 成 立 ; 


1 1 = 
(3) Au(T,U) = lim aghi (1M Ug!) = infm> arhh (T, Uo); 


. 160 . 第 6 章 Maat 


(4) hy(T,U) < hi (T,U); 

(5) h$ (T,UV V) < h} (T,U) +h} (T, VY) E hy(T,UVV) < hy(T,U) + hy(T, V); 

(6) 如 果 U >V RA h,(T,U) > h,(T, V); 

(7) tX U € C3, Ml hu (T,U) < htop(T,U). 

注意 到 , X 的 一 个 剖 分 a 也 是 一 个 覆盖 且 hj(7,a) = h} (T,a). BWER E 
义 易 见 hy(T) = supuecx hu(T,U) = supvecx hy (T,U). 进一步 , 有 

定理 6.3.3 设 (X,T) 为 动力 系统 且 WE M(X,T). 那么 


T hi (T,U). 
x x 


证 明 首先 对 WU es Ch, 设 a 是 由 U 生成 的 Borel HZ}, 则 a > u, 因此 
hu(T,X) > hy(T,a) > ht(T,U). 这 说 明 hy (T,X) > ,Sup ht(T,U). 下 证 hy(T) < 
EC% 


sup h,(T,U). 
uec? 


Xt X 的 每 个 Borel FS} a = {41, A2, Ak} 以 及 se > 0, 有 

断言 存在 和 的 由 大 个 元 素 构成 的 开 覆 盖 U, 使 得 对 任意 了 > 0 MIT IU 细 
的 Borel #4} 6, 有 H (Tiap) < e 成立 . 

断言 的 证 明 引 理 5.4.5 告诉 我 们 , 存在 6 > 0， 满足 ， 对 任意 两 个 可 测 章 分 


bı = {B}, B},---, BL} # 62 = {B}, B3,---, B2}, WS” u(B} AB?) < ô W H(G] 
Bo) S€. = F 
因 测 度 / 为 正则 的 , 我 们 可 以 取 闭 集 Bi C Ai, a H(Ai\ Bi) < zg 
,k. 然后 取 Bo = X \ Uka Bi, 则 MBo) < m 再 令 Ui = Bo U Bi, i = 
-,k, 易 见 ， Uu = {U1, U2,--+, Uk} 为 X HFA. 
现在 对 任意 了 > 0 和 比 了 -7 细 的 Borel #5} B, 可 以 取 8 = {Ci, Co Cr} 
aj T-IU; DCE DX \ Uzi TU, = TI B;, 有 


i = 


, , 6 6 ô 
pCiAT Ai) < T ANT Bi)+AT Bo) = w(Ai\Bi)+H(Bo) < gta S p 
因此 Y moar jhi) < ô E H,(T~Jal@’) < e. 进而 HaT ial) <e. 断言 得 证 . 
对 任意 n E€ N 和 有 限 可 测 剖 分 6, > Uo, EEE Bn > TU, j =0,1,---, 
n 一 1, 有 
H,(a0™) < H,(Bn)+ H (a0 lbn) 
n-1 


< Hy(Bn) + > H, (Talba) 


j=0 
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< Hy(Gn) + ne (利用 断言 ). 
这 就 说 明 Huag) < Hj(U?-1) + ne. 因此 
h,(T,a)= lim TH,(o8) < lim sup—H, (US) Le 
=h,(T,U)+e< sup h,(T,U) +e. 
UEC, 


由 a M 的 任意 性 , 有 ALT) < ,Sup h,(T,U). 定理 得 证 . 口 
EC 


下 面 说 明 Borel 2 se ety Pa PHU BE Hy RO rT BY a DG ORE 
引 理 6.3.4 Hh (X,T) 为 动力 系统 , pe M(X,T) 以 及 a € Px. 如 果 u = 
9dm(9) A u 的 遍历 分 解 , 则 hy(T, a) = 人 he(T, a)dm(@). 
Meé(X,T) Me(X,T) 


证 明 ”我 们 仅 对 T 可 逆 的 情形 证 明 ， 一 般 情形 时 可 以 通过 自然 扩充 获得 
( 留 作 习题 )， 设 Py X (X,Bx,yu,T) 的 Pinsker o A&H. T, = {B € Bx : 
X(T-1(B)AB) = 0}. 不 难 验证 五 C 已 ,因此 有 


1 1 
h,(T,a)> lim —H,(a§~"|Z,) > lim —H,(ag~*|Py) 


n-1 n-1 
= lim = >》 Au (Tia V Tav Pr) = H,,(ala~ V P,) 
j=0 


k=j+1 
=h,(T,a) (参看 定理 5.3.8). 


进而 设 u = A padule) 是 u 相对 于 Tu 的 测度 分 解 ( 即 对 任意 f € L(X,B, u), 


E(f|7,)(z) = i fduz 对 prae. £ € X), 则 


1 
h,(T,a)= lim iH oP) = lim =H, (082) 


= lim sf > —E(1,|Z,,)(z) log E(1 4|Z,,)(z) du(x) 


A€ag 1 


(A) log pa(A) du(z) 


ll 
3 
E 
sie 
so x 

| 

E 

8 


0 )du(ax) 


Il 
ep 
SB 
3 |= 
os 

wal 


adie i Ho(a® ~!)dm(0) 
= / ho(T,a)dm(0) (利用 控制 收敛 定理 ). 
Me(X,T) 
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ROHR UEAA T PAP HAY ad oP RE. 口 
有 了 以 上 准备 , MEWAA hi (U, T) 和 huU, T) 均 成 立 . 
引 理 6.3.5 2 (X,T) 为 动力 系统 , we M(X,T) KAU A X 的 有 限 Borel 
A.d u =f 0dm(w) A u 的 遍历 分 解 , 则 
Me(X,T) 


nt (T,U) = f nd (T,U)dm(6) E h,(T,U) = l ho(T,U)dm(0). 
Me(X,T) Me(X,T) 


证 明 WU = {Ui,U2,:--,Un}. 定义 
U(P) = {8 = {Bi, Bo,:--, Bn} E Px : BiC U; 1<i< NH. 


Al X 为 紧 度 量 空间 , 所 以 存在 可 数 个 剖 分 {Pi € U(P) :ie N}, 使 得 对 关上 每 
个 Borel 概率 测度 v, 均 在 UP) 中 Lo) 稠密 . 事实 上 , WR {Vi} WX 的 可 数 拓 
扑 基 , A 为 由 {Vi} UU 生成 的 可 数 代数 , 则 P; 可 取 为 由 N 个 元 素 构成 的 Borel 章 
分 , 这 些 Borel HDWR j 个 元 素 包 含 在 U; 中 且 属 于 代数 A, 1 < ; < N. 清楚 地 ， 
对 每 个 VE M(X, T), 有 Ay (T, u) = infjcn h,(T, P;). 

IER £ > 0. 因 AZ (T,U) = infien he(T,Pi) 对 每 个 9 € Me(X,T) R, 所 以 存 
在 Me(X,T) (modm) 的 一 个 可 测 训 分 {Qiw}nercn WE m(Qn) > 0 对 每 个 me 成 
立 , 且 如 果 0 € On 则 he(T,Pn) < ht (T,U) +e. 

Xf n € I W tn = m(fn), Hn = ~ | 0dm(0). 注意 到 un = l f 90dm(9) 为 

nJ Qn NJ Qn 


tn 
Hn WEDE, 由 引 理 6.3.4 有 


h,,(T,Pn) = 二 J „ P(T, Pn)dm(0) < 二 f MTU)dm(0) +. 

由 于 测度 {un} 为 互相 奇异 的 , 即 存在 Borel 集 {Xn}ner 满足 对 每 对 n,k € 
[,k#n, 有 Jn(Xn) = 1, jn(Xk) = 0. 可 假设 {Xn}ner 为 的 Borel WS. ATE 
EJL, iU Pa = {B?, B2,…, BR}, 其 中 Br CU; 1 <i< N. i Bi = Uner(Xn MB"), 
则 P= {Bi, Bo,…,BN} EU(P) E P = Pn (modun) EA n E I RA. 现在 , 同样 
由 引 理 6.3.4 有 


iP) ahh) Y lalan Pa) f hi (T,U)dm(6) + €. 
n n Q 
因此 AE(T,U) < J hg (T,U)dm(0) + £, m ht (T,U) < f ht (T,U)dm(6). 
QR Q 
JIE, 


ht (T,U) = inf h, (T, P:) = inf f he(T, Pi)dm(0) > f ht (T,U)dm(0). 
iEN iEN Q Q 
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则 说 明 成 (0 = [hf (T Uydmn(o). 进而 , 利用 引 理 6.3.2(3) 以 及 控制 收敛 定理 
不 难得 到 h,(T,U) = f ho(T,U)dm(6). m 
Me(X,T) 

紧 度 量 空间 Z 上 的 实 值 函数 f 称 为 上 半 连 续 的 , 如 果 以 下 两 个 等 价 条 件 之 一 
成 立 : 

(A1) lim supf(2') < f(z) 对 每 个 z € Z; 

(A2) 对 每 个 ~ R, 集合 {2 € 2 : f(z) 2 r} HAR. 

由 (A2) 知 , 对 一 族 上 半 连 续 函 数 {fi}ier, infier fi 仍 为 上 半 连 续 函 数 ; ART 
上 半 连 续 函 数 (fi, 的 和 函数 》 fi; 以 及 max?_1 fi 均 为 上 半 连 续 函 数 . 

i=1 

引 理 6.3.6 i (X,T) 为 动力 系统 和 U c Cy. NRA AE (TU): u € 
M(X, T) > R fe hy (TU): u € M(X, T) > R RR LEH EA. 

证 明 ”由 于 对 pe M(X,T) A hy (TW) = inf ahs (TM, U), 因此 , 如 果 
HGR AY ht, (T,U) : uE M(X, T) 一 R # been, 则 ht.}(T,U) : u E M(X,T)- 
R 也 是 上 半 连 续 的 . 

TERRA AE, (T,U) : we M(X,T) 一 下 是 上 半 连 续 的 .由 于 对 As M(X,T), 
有 


1 
+ =] 。 n—-1 
Ay (T,U) = ia e inf = ly uao )= anf Be i 7 Hulo ). 


因此 , 只 需 证 明 对 每 个 mn EN, 映射 各 (和 = inf Halago) 为 M(X,T) 上 的 


a€Px:axU 


上 半 连 续 函数 . 进而 再 由 (Al), 我 们 仅 需 证 明 对 任意 we M(X, T) 和 。 > 0, 
dm Pnl) < Pala) +E 


固定 pE M(X, T) Mle > 0. 首先 存在 比 U RIT a € Px, 使 得 


Halo) < Palu) +E. (6.3.3) 


不 失 一 般 性 , 假设 = {41,…,Am}, 且 对 1<ig M,hiCUi 令 jo “mee 
M 
足 》 u"(BIAB?) < 6, Bil 


4 一 1 


n-1 n-1 n—-1 
Ht ( VeilVy Ts?) < P Hra <5. 


设 Urn = {8 EPx:P> LV 且 p(Useer-: OB) = 0}, 有 
M 


断言 存在 6 = {Bi,---,Bu} E€ Uin WE 》 u"(A AB) < ô A Hao 


i=1 


断言 的 证 明 取 5 < (0,2). A u WENK, X j E {1,2 M) PERT 
集 C; C Aj, 使 得 
u”(A; \ Cj) < A (6.3.4) 
对 jE {1,2,---,M}, B O; = U; N (X \ Uiz Ci). WO; 为 X 的 开 子 集 且 满足 
A; C O; C U; Hu” (0; \ As) < YH" (Ai \ Ci) < ôi, 
ifj 
FIO; \ A; C LJ Ai \ Gi. (6.3.5) 
ifj 
注意 到 , 对 给 定 的 ze X, 存在 至 多 可 数 个 Y > 0, Hu" ({y € X : d(x,y) = 7}) > 0. 
进而 , A O1,---,Ou 均 为 开 集 以 及 U: Oi = X, 存在 Borel 集 CY,…, Ch, 使 得 
M 


C7 CO(1<i< M), U Cl = 和 以 及 > eC?) = 0. 
i=1 
i Bı = Ct Al B; = Ct \ (U2, Cr), 2 < j < M. W 8 = {Bi, Bo,---, Bu} € 
Px H 8 > U. A py (ACt) = 0,1 < j < M UR TD) 2 (TD) 对 每 个 
ic {0,1,---,n-1} M DCX RY, A peU HONG =SM1<jAi<M 
成 立 , 得 到 B NC =o t1 <j Fi < M 成 立 . 因而 Ci; CBiCO 对 1l1<igsM 
成 立 . 再 由 (6.3.4) 和 (6.3.5)， 


M M M 
NO W (AiABi) < D(H (4 \ Ci) + p” (0: \ 4:)) < 》 261 < ô, 
i=1 i=1 i=1 


因此 Hy (93 -1lag -0 < 5. 这 就 完成 了 断言 的 证 明 
现在 


limsup  @n(u’)< limsup — Ay (Go” 2) 


p! pip’ EM(X,T) ppp! EM(X,T) 
=a (Ea U oB) =0) 
BepBs 


< H,(a®™) F H,(89*|a57*) 
` Sonlu) +e (利用 (6.3.3) 和 断言 ). 
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这 就 完成 了 引 理 的 证 明 . O 

在 本 节余 下 的 部 分 将 给 出 Glasner 和 Weiss AFAA ie Ml BE SA oF MSE AY 
定理 . 设 (X,T) 为 动力 系统 , p € M(X,T). 当 对 任意 ze 和 有 Atz}) = 0 成 立时 ， 
称 / 是 非 原 子 的 . 

引 理 6.3.7 (Rohlin 引 理 ) 设 (X,T) 为 可 逆 动 力 系统 ,HE M(X,T) 是 一 个 
非 原子 的 遍历 测度 . 则 对 任意 入 EN 和 & > 0, 存在 可 测 集 B, 使 得 BT 'B,.---, 
T-(N-D)B 是 互 不 相交 的 且 J(U;io TB) >1-e. 

证 明 A py 是非 原子 , 存在 Borel $ C c X WE O < A(C) < £. 现在 , 定义 
DAHER% rc : C 一 NU {oo}, 使 得 当 min{n > 1:T"ze C} 有 限时 , 令 


ro(z) 一 min{n 2>1:T"re Ch, 


否则 令 rc(z) = œ. HC, = {x € C : rc(x) = k}. FA Poincaré 回复 定理 知 , Co HE 
WE, 显然 Coo, C1, C2,… 为 C 的 一 个 Borel #4. Bt Te = {Ck,T1Ck,…,T*-1Ck} 
以 及 Pel = UL TiCk, BRT. 中 的 元 素 互 不 相交 , HY m,n € Nm # n 时 
[Pm] A Enl = 2. 因 是 遍历 的 , 所 以 uUo T*C) = 1. 进而 有 Uri lkl) = 1. 

现在 , KB = Uron UE TOs, 从 B 的 选取 不 难看 出 B,TB,…,TN-1B 
是 互 不 相交 的 . 最 后 , 有 


o(x\ U r's) = „( U U Tou U U T'o, ) 


is 4 一 0 k2>N 这 NI 之 ] 十 N 
< NY nO) = N-u(C) <e, 
k=1 
BD (UNG TiB) > 1 一 e. 引 理 得 证 . 口 


定理 6.3.8 (Glasner-Weiss 定理 (Glasner-Weiss, 2004)) i (X,T) 为 可 逆 动 力 
系统 , 2 AX 的 一 个 有 限 开 履 盖 以 及 jE M(X,T). 则 ht(T,U) < htop(T, 4). 
证 明 ”由 引 理 6.3.5, 我 们 只 需要 对 非 原子 的 遍历 测度 u, 证 明 hi (T,U) < 
htop(T,U) 成 立即 可 . 以 下 假设 yx © M(X,T) 是 一 个 非 原子 的 遍历 测度 . 记 U = 
{U,U2,-++, Uk}. 对 固定 的 s > 0, 选取 充分 大 的 N, 使 得 
N( 人 一) < QN(htop(TU) +e) H 一 (1 = x) log 4- -5) = Logi <E. (6.3.6) 
再 取 充 分 小 的 5 e (0,1), 使 得 
2Vélogk < €. (6.3.7) 
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36H MUXS TiD) > 1- 56. 再 取 有 限 可 测 剖 分 6 > UN-1, 使 得 
|18| = NC 一) (6.3.8) 


接着 考虑 D 的 前 分 Bp = {BND : Be p}. BR, 对 每 个 Pe Bp 具有 形式 
P = Poi,-in © MN 1T-iUi,) ND. 接 下 来 利用 剖 分 Bp 定义 X 的 一 个 分 解 
a = {Ai :i = Lok}, 将 所 有 满足 i = i G 可 以 取 [ON 一 1] 中 任何 数 ) 的 
集 Ti Pio, ins 分 配给 Ai. 对 X \ UXD TID 的 点 随意 分 配给 某 个 A, 但 要 使 得 
azu. Xt y EPx 和 RCX, 定 义 YNR={4NR:AeyY 且 ANR 了 8}. 从 a 的 
选取 不 难看 出 oN D = Bp. 因此 


lað! N D| = |p| < 18] < Np"). (6.3.9) 
以 下 证 明 hi (T,U) < hy(T,a) < htop(T,U) +32. 为 此 , W E = U; T'D, T 
n—l1 
SR u(E) > 1-6. 固定 一 个 n> N. $ Gy = fr eX: >) te(Ts) > 1- Vi}, 因 


MGa) +- VOI WE) > /3 (Sure ))dp(z) = p(B) > 1-6, 4 


u(Gn) > 1— Vô. (6.3.10) 


Xt £ E€ Gn, KR S,(x) = {i € {0,1,---,n—1}: Tix € D}. HAM, 对 每 个 ze Gr, A 


}{0,1,---,n—1}\ Us n(x) +j) <nV5 +N. (6.3.11) 


接着 设 Fn = {Sn (a): € Gn }. 因为 对 每 个 Fe 不, FN(F+i) = Ci = 
01 5N-D 有 IFIS 广 +1 Bb, MRS an = |] +1, Be 
nt n! 


=a n! 
[Fal < 25 Gap! Tal @oae! alee! 
通过 Stirling 公式 和 (6.3.6) 中 后 一 个 不 等 式 , 有 
n! 1 1 1 
„ip = og (n ami) -(1- 3) 108 (1- 5) - Wey <E. 
进而 


1 1 nl! 
i 一 < li 一 —_——— +1] <e. 3.12 
Jim | sup% log(|Fn| + 1) dim, = log (n= Gia) + ) E (6.3.12) 
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Xİ F € Fna, $ Br = {z E Gn : Snl) = F}. BR, {Br} rer, 形成 了 Gn 的 一 个 章 
分 . MRI F = {s1 < s2 <--- < sı} M Hp = {0,1,-- swa (F +i), 则 


I< = +L |Hr|< nV3 NGI 见 (6.3.11)) H 


l 
log NBrl<| VT (0 INDY V Tal(® Br c Gr NNj- TD) 
j=l r€Hr 
l 
< <|] IT- (a9 TN D)|- I] [Ta] = jaf! n DI. k”rl 
j=1 r€EHEF 


< kny õ+N ; (NU TH) ett. 


即 
Jog“? Br) < mv . (NUJAH. (6:313) 


BE bn = kP VÖHN . (N(UN1)) RH AI y = {Br} rer, U {X \ Gn} Wye Px E 


H, (a0) < Hi(ad V7) 

= >》 H,(ag7* 9 Br) + Hula N (X \ Gn) 
FEFn 

< 》 u(Br)(log|ag~* N Br| — log u(Br)) 
FEFn 


+(X \ Gn) (log |07" N (X \ Gn)| — log u(X \ Gn)) 


< > p(Br)(log bn — log u(Br)) — p(X \ Gn) log u(X \ Gn) 
FEF, 


+V6 log k” (由 (6.3.13)) 


<logbhn + JC —(Br) log u(Br) — H(X \ Gn) log w(X \ Gn) + nv6 log k 
FEF, 
< log by + log(|Fn| + 1) + nVb log k, 


在 上 面 的 第 三 个 和 最 后 一 个 不 等 式 中 , 我 们 使 用 了 如 下 事实 : 如 果 m EN, zi > 
0,i=1,2,---,-mH yon <1, 则 S Salsa: < ($ zi) (og m — log Sas). 
i=1 i=1 i=1 
最 后 , 有 
Nt TU) <h,(T,a) = lim —H,(a8) 
< Jim sup (log bn + log(|Fn| + 1)) + Vb log k 
= lim sup=(log(|Fal + 1) 
+(n vô + N)logk + (F + 1) log N(UN-1)) + Vb log k 
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= lim sup= log | 万 | 十 二 logNC 人 -1) + 2Vő log k 
1 
7 108 N(Uj’—*) + 2e (由 (6.3.7) 和 (6.3.12)) 
<htop(T,U) + 3e (由 (6.3.6)). 


因 > 0 为 任意 的 , 有 AE(T,U) < htop (TU). o 


< 


. 证 明 引 理 6.3.1. 

证 明 引 理 6.3.2. 

完成 引 理 6.3.4 一 般 情形 的 证 明 . 

对 任意 一 个 动力 系统 证 明定 理 6.3.8. 


H> Tga O E 


86.4 Wi BE H Æ 


A K REW RER ARE n APRES, 随后 说 明 测度 n ARERR 
某 个 不 变 测度 相对 其 Pinsker 因子 的 ”次 相对 乘积 测度 的 支撑 再 除去 对 角 线 的 点 . 
对 动力 系统 (X,T) 和 p E€ M(X,T), 考虑 B(X) 在 由 下 的 完备 化 Bu 如 果 AEB, 
则 称 ACX Ay TWR, 在 不 混淆 情况 下 , 称 4 为 可 测 集 . 现在 , 定义 相对 于 u 的 
测度 n HEB. 

定义 6.4.1 B (X,T) AWA KK, n > 2 和 (ri)? © X"\ An(X). 如 果 对 任 
意 相 对 于 {Xi}? 可 允许 的 可 测 剖 分 (X Borel #]4) a, 有 h,(T,a) > 0 RÈ, WAR 
(zi)? 为 相对 于 / 的 测度 n eR. 

用 EX(X,T) 表示 (X,T) 的 全 体 相 对 于 u 的 测度 n WE. AFAR ER(X,T) 
的 结构 . 为 此 , 设 P, X (X, Bu, p, T) 的 Pinsker o 代数 . 在 (X",BY,T™) 上 定义 
测度 和 An(p) 满足 

MT A) | EAA Pa, (6.4.1) 


其 中 BO = B, x… x B, (n 次 乘积 ) 以 及 A; € B,,i =1,2,---,n. 为 获得 EL(X,T) 
的 刻画 , 我 们 还 需要 如 下 的 引 理 . 
引 理 6.4.2 34 U = {U1, U2,- Un} AX HTA Z. A d,(u) (ZL, US) > 0 
当 且 仅 当 对 任意 比 2 细 的 有 限 (或 即 个 元 素 构 成 的 ) TRAD a, 有 h,(T,a) > 0. 
证 明 (=) 假设 对 任意 比 U 细 的 有 限 (或 ”个 元 素 构成 的 ) TMD a, 有 
hy(T, a) > 0. 8 Ci = {x € X : E(1ue|P,,)(x) > 0} € Py. Al 


0= f E(1us|P,)(x)du(e) = p(UF N (X \ Ci), 
X\C; 
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A p(US\C;) =0, 1 <i <n. RD; = C,U(US\C,), W D; € P, ADE CUi, 1<iK<n. 
对 任意 s = (s(1), s(2),…, s(n)) € {0,1}", 8 Ds = (1 Di(s(t)), 其 中 Di(0) = D; 
E Di(1) = X \ Dj. 再 设 D8 = (My Di) A (U; \ Uti Ur), 了 = 站 2 0. 

考虑 可 测 剖 分 a = {D,: s € {0,1} H s F (0,0,---,0)} U {D}, DZ,---, DR}. 
对 任意 se {0,1} H s S$ (0,0,---,0), 有 s(i) = 1 对 某 个 1 < i < n 成 立 , 因此 
D, C De C i. 显然 D2 CU;, j= 1,2,…,n. 从 而 a 为 U 的 加 细 , 所 以 hy(T,a) > 0. 

现在 , WR An(u)(_ US) = 0. WAR uf, Di) = Am Ci) = 0. 这 说 明 
DŁ, D2,---,D® € P,. A Di, D2,---,Dn € Pu, AW Ds € P, XM s € {0,1}". KH a 
的 每 个 元 素 都 属于 Pu, 因此 h,(T,a) = 0, 矛盾 . 

(=) 现在 假设 An (u) (US) > 0. 对 任意 比 U 细 的 有 限 可 测 训 分 a, 不 失 一 般 
性 , 可 以 假设 a = {41, 42,…,An} H Ai C Ui, t= 1,2,---,n. 

注意 到 


I 由 zauxv |P,.)(x)du(x) > I. II E(lvs|P,)(z)dp(z) 


= Mn(p) (1 ve) > 0. 
i=l 
从 而 , HER 1 <j <n, A A; g Py. XMH h,(T, a) > 0. 口 


现在 给 出 ER(X,T),n>2H—-P 2). 
定理 6.4.3 i (X,T) 为 动力 系统 , u € M(X,T). 则 对 n > 2, 有 


En (X, T) om supp(An(H)) \ An(X). 


WEBA 设 (zi)? € Ek(X,T). 为 说 明 (zi)? € supp( 和 n(p)) \An(X), 只 需 说 明 对 
zi 的 任意 邻 域 Ui, 有 和 An(p)(TI?_10i) > 0. BU = {UE,US,---, US}. 不 失 一 般 性 , 可 
以 假设 WU AX 的 可 测 覆 盖 (必要 时 取 更 小 的 Ui). 清楚 地 , 任意 比 t 细 的 有 限 可 测 
FAS} a 一定 也 是 相对 于 (zi) 可 允许 的 可 测 剂 分 , 从 而 hj(T,a) > 0. 再 由 引 理 6.4.2 
知 An (u) (Og Ui) > 0. 

现在 假设 (zi)? € supp(An(H)) \An(X). 我 们 将 说 明 对 任意 相对 于 (zi)? 可 人 允许 
的 可 测 剖 分 a = {41, 42,…, An}, A hy(T,@) > 0. A a 为 相对 于 (zi) 可 允许 的 可 
WAA, 所 以 对 每 个 ie {1,2,…,k}, 存在 x; 的 邻 域 0, 使 得 能 找到 ji € {1,2,---,n} 
满足 A; CUS. Bla WU = {Uf,U05,…,U%} 的 加 细 . SSA An (u) (Ui) > 0, 由 
引 理 6.4.2 知 hj(T,a) > 0. 口 

引 理 6.4.4 设 (X,T) 为 动力 系统 , we M(X,T) fo P, 是 (X,T, pw) 的 Pinsker 
o 代数 . 则 对 任意 a € Px, im h (T*, a) = H,(a|P,). 
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证 明 不妨 设 T 为 满 射 (LAE supp(u) 代替 X). 设 m : (X, or) > (X,T) 
为 (X,T) 的 自然 扩充 . Mv < M(X, or), 使 得 mv = u 8 P, X (K, orv) W 
Pinsker o 代数 , 并且 77 (Bx) = {7714A : A € Bx}. BW 77 (Bx)N P, = 2 Py. — 
方面 ， 
„im h, (T, a) = im hy (ok, ni 1a) 
= H,(n~'a|P,) (由 引 理 5.3.9) 
> H, (ntan tP.) 


= H, (a| Pa). 
另 一 方面 , 容易 看 出 h,(T*,a) < Halal Pa) 对 每 个 ke N 成立 ( 留 作 习题 ). 因此 有 
了 hy(T*, a) = H,,(a|P,). 口 


下 面 的 定理 6.4.5 是 十 分 关键 的 , 它 的 证 明 方法 和 结果 可 能 会 对 解决 另外 一 些 
问题 有 所 帮助 . 

定理 6.4.5 设 (X,T) 为 动力 系统 ， u = {U, U2, a -, Un} A X TAA A, 其 
Pn>2. 如 果 对 任意 有 限 (或 nn 个 元 素 构 成 ) MU 9H 7 AS B, 有 h,(T, B) > 
0 成立, 则 hy(T,U)'> 0. 

证 明 BEIR 6.4.24 An (u) UE) > 0, 即 fm «J E(1us|P,)(«)du(e) > 0. 
因此 , 存在 自然 数 M, 使 得 ALD) > 0, 其 中 D= {ee X : min Ello) Paa) > oh. 

对 任意 s = (s(1), s(2),…, s(n)) € {0,1}", HAs = =n, Vis), 其 中 U;(0) = 
U;, U;(1) =X \ U;. 然后 令 a= {A, :SE {0, 1}"}. 则 有 

断言 对 任意 JeZ AX AL TU 细 的 有 限 可 测 剖 分 8, 有 


H,(T~a)BV P,) < H,(a|P,) - EP. 
言 的 证 明 仅 对 j = 0 的 情形 证 明 ， 对 于 -- 般 的 je Za 注意 到 对 每 个 


f € Li(p), 有 EE(TIf|P,)(z) =E(SIP,)(Tic) 对 Arae.z 成 立 ,所 以 H,(T-FalP,) = 
H,(a|P,), 进而 容易 将 其 转化 为 ; = 0 的 情形 ( 留 作 习题 ) 不 失 一 般 性 , 假设 6 = 


一 Zlogz，2Z >0, 
{Bi, B2,.:., Bn} H Bi C Ui, 1=1,2,---,n. & f(x) = 0 = 0 w 
; r=0. 


H,(alB V Py) =Ay(av BIBb,)— H,(BID,) 


-| > DD ie YEA, \P,) )du 


s€{0,1}" i=1 


=f 5 》 —E(14., nB; |P) log (pace one ap 


s€{0,1}" i=1 
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E(1a,nB;|Pu) 
E(lp. poke eel Ey 
2 aiot ( E(1p,|P,) je 
_ een | 
ey P i 2, Eap) ( E(1B,|P,) A Pee 
其 中 i, s(i) = 0 表示 所 有 满足 s(i) = 0 的 i. 上 面 表达 式 的 最 后 一 个 等 式 成 立 原因 
本 ee s € {0,1}" 和 满足 s( 让 = 1 的 1<ign, 有 Asn B= 2 成立 以 及 
eee) = 0 这 一 事实 . 因 /为 凸 函 数 , 所 以 (6.4.2) 有 下 面 的 估计 ， 


Halb vV PAs > 让 ( 5 B(1,|P.)) 


s€{0,1}"~ * \k,s(k)=0 


“i 3 — Pita Moana) 
noo >, E(la,|Pu) ECa|Pu) 
k,s(k)=0 


x 


>, E(l4,nB,lP,) 
= i,s(4)=0 
> ， I > EPa) 3 E(15, |P,) dy 


s€{0,1}” k,s(k)=0 
k,s(k)=0 


E(14,|P,) 
pnp) (A) 
ET K ) >D E(1p,|P,) j 


k,s(k)=0 
7 I J f(E(La,|P,))du 


s€{0,1}” 


1 
ae eta Pao ( 3 m 


k,s(k)=0 


1 
= H,(alP,)— E(14.|P,)log | ———— Ja 
,(alP, Pee (14, | ee ( = es) i 


k,s(k)=0 


Al B 为 剖 分 ， 所 以 如 果 s(i) = 1(1 <ig n), 从 而 > E(lBp;|P,) < E(lx\B;|P,). 


k,s(k)=0 


令 bi = KE(1x\B,|Pu); t=1,---,n, 则 有 


3 Bas Pa) oe ( 5 =) 
se{0,1}"” * ae 


k,s(k)=0 


>z | ( > ， Bia.) ) log dy 


i=1 s,s(i)=1 


u 
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二 1 ie 1 
== lye —dy > — 2 
E U; |P) log p Èj, p, 


1 1 1 n (D) n 
= — dy, ee tle) 
oat emi ae M log (= :)) 
i=1 
b +--+ +b, n 、 = 2 
E (e) > bbm 以 及 Db = LL, se > 
t=1 ?一 1 Gfi 


B(15,|P.)= n — 1, 所 以 H,(alB V P,) < Hy(alP,) - “\2) og (2). 这 就 完 
R Ea 

取 e = HD log (=) > 0. A „im hu(T™, a) = H,(o|P.) (参见 引 理 
6.4.4), 所 以 存在 1 > 0, 使 得 h,(T',a) > H,(alP,) — =. H S= T. 3 X HERBY 
US! MARTWA Br. 因 6 > T-iU 对 每 个 ie {0,…,n 一 1}, 由 上 述 断 言 得 


H,(Bn) 之 Fy (Bn| Pu) 


n—-1 n—-l1 


=H, (4, v V s“‘alP, ) 一 #1, ( V Salba V P,) 
i=0 i=0 
n—l n—l 
> | VV s“‘alP, ) - X H,(S~*a|Bn V Py) 


i=0 i=0 


n—i 
> Ha( V Sal.) —n(y(aiP,) 0) (由 断言 ) 


i=0 


n—i . n—l 
因此 H,( A s~tu) > H,( y Sol Pa) -n(H, (a| Pu) — e). 进而 
1 n—-1 
hy(S,U)= lim ul \ V ‘oe 


> lim sup 一 (n (V V SialP, ) —n(H,(alP,) -9) 


= h,(S,a) 一 Hien 十 E > =. 
在 此 , 我 们 使 用 到 如 下 事实 ，lim_ —H, (VI S alP,) = hy(S,0) (使 用 定理 5.3.8 
可 得 可 道 时 的 证 明 , 对 不 可 逆 系 统 可 以 通过 自然 扩充 获得 ( 留 作 习 题 )). 
最 后 hy (T,U) > Fhu(S,U) > 0, 这 就 完成 了 证 明 o 
该 定理 一 个 直接 的 推论 是 
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设 (X,T) Gua T ls T) 和 = {U01,U2,…,Un} A 


由 引 理 6. re 2 和 定理 6.4.5 即 得 本 推论 口 

由 推论 6.4.6 和 引 理 6.3.5, 现在 我 们 能 证 明 测度 箭 串 具 有 遍历 分 解 性 . 

定理 6.4.7 i (X,T) 为 动力 系统 , we M(X,T) RA u= f bdm(0) 
Me(X,T) 


为 u 的 遍历 分 解 . 则 

(1) 对 m-a.e. 0, E}(X,T) C Ek(X, T), KP n2; 

(2) 如 果 (Zi)? € E(X, T), 则 对 (zi)? 的 每 个 邻 域 V, m({O: V N E8(X,T) Æ 
@}) > 0. 因此 , 适当 地 选择 QC M(X, T) 可 以 做 到 

m(Q) = 1 且 [ {ES(X,T):0€ Q} \ An(X) = EX(X,T). 

证 明 (1) i8 Uii =1,2,---.n WX WE Nia dU) = o 和 (M el(U:)) nn 
Ek(X,T) = o WRR. AT B(x, T) = suppAn(#)\An(X), 有 àn (u) (i el(%)) = 
0. 由 推论 6.4.6 4% h (T,U) = 0, HH U = {UL,US,---,US}. A P gies pe) 


dm(6) = h (T, U) = 0, 所 以 he(T,U) = 0 对 mae. 9 RE. 由 推论 We An (0) 
(I U;) = 0 对 m-ae. 6 RIL. 因此 (Ui) Nn E8(X,T) = 2 X} m-a.e. 9 成立 . 由 
于 EL(X,T)U A(X) HX” HAR, 所 以 它 的 余 集 可 以 表示 为 可 数 个 形 如 WU; 
的 并 集 , 其 中 Ui,i = 1,2,…,n WX BE NLA) =o 的 开 集 . 由 定义 , 对 所 有 
0 有 E8(X,T) 1 An(X) = ,这样 就 推 得 对 m-a.e. 0, ES(X,T) N (E(X, T) = Ø. 

(2) 不 失 一 般 性 , 假设 Y = TI, Ai, 其 中 A 为 x; WARE Nii Ai = 8%. 

Fl An (m) (Tf, Ai) > 0, A Ay(T, (Af, 45,…,A%}) > 0. 又 由 于 

[rote {A1, Ap,-++, An Ddm(0) = h, (T, {Ai, 42 An}) > 0, 


所 以 存在 Y c Me(X,T), mA) > 0, 使 得 当 0 cY 时 , 就 有 
he(T, { AS, Ag, ce -, An }) > 0, Bp An (0) (TT? 1 AG ) > 0. 

明显 地 , Xb Oe O A (II, Ai) NE8(X,T) #0. PLA m({0 : VN E8(X,T) 4 O}) > 
0. 口 

在 本 节 的 最 后 部 分 , 我 们 主要 证 明 测度 焕 串 具有 提升 性 质 . 为 此 还 需要 下 面 的 
引 理 . 

引 理 6.4.8 ha: (X,T) 一 (Y,S) 为 因子 映射 以 及 U € Cy. WHERE pe 
M(X,T), A h,(T,77!U) = hry(S, U4). 

证 明 ”对 一 个 动力 系统 (2Z, R) A V e Cz. Ra Hh VERR Borel #4}, 
定义 


P*(V) = {8 € P2: B > VE p 的 每 个 元 素 为 a 的 某 几 个 元 素 的 并 }. (6.4.3) 
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—xlogz, 2 > 0， 
jz) = 
0, x= 0. 


利用 以 下 事实 : 
f(z1—6)+ f(r2 +ô) < f(z1)+ f(r2) 
对 0<6<zi<z2<1-zi 成 立 , 不 难 证 明 ( 留 作 习题 ) 


Ho(V) = ,iD (6.4.4) 


对 每 个 0 e M(Z,R) RA. ME, 对 me N, 有 P*((n UO") = wo PUG"). 
因此 


Hr (Uo) = inf | Hay(8)= inf , Br 210) 
BeP*(US—*) peP*(4 1) 
一 inf H,,(6') = Ha ((r Ug’). (6.4.5) 
BeP*((r-I2)3 7) 


在 等 式 (6.4.5) 两 边 同 时 除 以 n, FES n 一 œ, 得 到 hy (T, nU) = hrul S, U). 口 

定理 6.4.9 设 T: (有 9) 一 (X,T) 为 因子 映射 ,v e M(Y, S) ZA u= nv. 则 

(1) 对 每 个 (yi)? € EX(Y, S), H mys) = ti, i = 1,2,---,n, 如 果 (Ti)? ¢ An(X), 
则 (zi € EL(X,T); 

(2) 对 每 个 (Zi)? € ER(X,T), 存在 (wt © ERY, S) 满足 (Yi) = ti, i = 
1,2,---,n. 

证 明 (1) 直接 由 定义 可 得 . 以 下 证 明 (2). 如 果 (zt 22,--+,2n) E€ EX(X,T). 
Mt meN Mi =1,2,---,n, ER zi HARV", 使 其 满足 OV" =o A 
max, diam(Vj") < 二 . BEIA Um = (Vir) +++ (VIP), 则 hu (S, 1m) = 
hy(T,Um) > 0 (参见 引 理 6.4.8). HEY 6.4.6 知 Ano Vi") > 0. 注意 到 
Thi. Vi" AMIS, 所 以 TTL, Vi" A supp(An(u)) 4 2. 进而 存在 y € r (V), 使 
得 (YP, Yn) E supp( 和 An(p)). 适当 选取 子 列 , AM (YP. Yn) 一 (V1,… Yn). 
显然 yi E x(a), t= 1,---,n H (1,…,yn) € Supp(An(u)). 最 后 由 定理 6.4.3 知 
(y1, ,Yn) € En (Y, S). 口 


习 题 6.4 


1. 设 (X,T) 为 动力 系统 , p E€ M(X,T) 和 KC X. KK Ev HR, 如 果 对 任意 相对 
于 KK 可 允许 的 前 分 a BRA ENRE. 证 明 : 

(1) KA u RS AEN |{ki,k2,…,kn}| > 2K {k1, k2, ++, kn} C K 
有 {ki, k2, , kn} C ER(X,T); 

(2) K 为 u AREAN K 为 u MR; 
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(3) WRH ES(X,T) ic (X,T) WEA u RE Ek(X,T) 视 为 ESX, T) AFR, 
则 Un>2 n(X,T) = E} (X,T); 

(4) ES(X,T) 具有 类 似 于 定理 6.4.7 的 遍历 分 解 性 . 

2. ha: (Y,S) 一 (X,T) 为 因子 映射 , ze M(Y,S) 和 jy = nv, WEAR: 2(EY(Y,S)) 
\{{z}: £ € X} = ES(X,T). 进而 , MERA ATT HER. 

3. 设 (X,T) 为 动力 系统 , we M(X,T) 和 P, 是 (X,T, u) 的 Pinsker o 代数 . 证 明 : 如 
果 a EPx, 则 hy(T*,a) < Hula Pa) 对 每 个 keN. 

4 设 (X,T) 为 动力 系统 , 4E M(X,T) 和 已 是 (X, T, p) 的 Pinsker o 代数 证 明 , 如 
果 a EPx, 则 hy(T,a) = im Hy(ar 一 !| 尸 ). 

5. 证 明 公式 (6.4.4). 
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对 一 个 动力 系统 (X,T), Goodwyn (1969) 对 每 个 工 不 变 测 度 上 证 明了 hy (T) < 
htop(T), 随后 Goodman (1971) 证 明了 sup, hu(T) > htop(T), 这 里 的 极 大 值 是 取 遍 
所 有 了 不 变 测度 , 于 是 建立 了 箭 的 变 分 原理 . Misiruwicz (1976) 对 箭 的 变 分 原理 给 
出 了 一 个 简短 而 优美 的 证 明 . 本 节 将 用 一 般 化 粹 的 变 分 原理 建立 相对 于 给 定 开 禾 
盖 的 粹 的 局 部 变 分 原理 , 该 局 部 变 分 原理 是 进一步 研究 拓扑 焙 串 和 测度 箭 串 关 系 的 
一 个 重要 而 基本 的 工具 . 

确切 地 说 , 本 节 的 主要 目的 是 证 明 如 下 定理 . 

定理 6.5.1 (局 部 变 分 原理 ) ” 设 (X,T) 为 动力 系统 和 WU EC%. Rl 


htop(T, U) 一 sup{h, (TU) :HE M(X, T)}, 


且 存 在 人 不 变 的 遍历 测度 py, 使 得 htop(T,U) = hy(T,U). 

在 证 明 局 部 变 分 原理 之 前 我 们 还 要 做 一 些 准 备 工 作 ， 需 要 说 明 的 是 : 在 定理 
6.5.1 中 对 所 有 开 履 盖 取 上 界 , 然后 利用 定理 6.3.3, 就 得 到 了 经 典 的 变 分 原理 . 

定理 6.5.2 ( 变 分 原理 ) 设 (X,T) ADI AA. MZA htop(T) = sup{h,(T) : 
u E M(X,T)}. 

注 记 6.5.3 “不同 于 局 部 变 分 原理 ， 有 时 不 能 取 到 T 不 变 的 测度 u, 使 得 
htop(T) = hy(T), 反例 参见 文献 (Walters，1982，88.3)， 把 满足 h,(T) = htop(T) 
MR u HALARABHME, 关于 这 个 主题 可 参见 文献 (Walters, 1982, §8.3). 

首先 , 我 们 需要 如 下 一 个 十 分 关键 的 引 理 : 

引 理 6.5.4 i (X,T) 为 动力 系统 , UV EC. BR KENZA AX 


条 NU") 
K Nit 49% Borel #1). 那么 对 每 个 NEN, 存在 多 的 一 个 具有 [一 全 一 | 个 
元 素 的 有 限 集 By, 其 满足 对 每 个 1 SISK, aD (a1) ! 的 每 个 原子 至 多 包含 了 
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N-1 
By 中 的 一 个 点 ,这 里 [T] 表示 的 整数 部 分 

证 明 设 NeN. 对 任意 zeEX 和 1<1l<K, 用 hi(z) RRM (a) | 
包含 z 的 原子 . 易 见 , 对 任意 21,22 EX 和 1<1l< kK,zi 和 zz 在 (oa) ! 同一 个 
原子 中 当 且 仅 当 Aı(zı) = Ai(x2). 

设 By WX 满足 以 下 条 件 (x) 的 极 大 子 集 : 
(x) (a), =1,2,---,k 每 个 原子 至 多 包含 了 By 的 一 个 点 . 

N-1 
以 下 说 明 By 的 元 素 个 数 不 少 于 [ZE]. 如 着 不 然 , 设 By = fo ,za 


其 中 4d < EC 取 B = (UL, UX, 41(zi)). 注意 到 , 对 每 个 1<isd 和 1< 
l< K, A(z) 为 (a) 的 一 个 原子 , 因此 它 包含 于 US! 某 个 元 素 中 . 特别 地 , B 
BUN- 至 多 dK < K |T] < weg) 个 元 素 的 并 所 覆盖 . 因此 B + X. 

(ER x € X\B, A x g UL, UŠ, 4i(zi). 注意 到 对 任意 1 <isd 和 1<il<K,， 
A(z) N Ai(ai) = 9. 可 得 By Uf} 也 为 X 满足 条 件 (x) 的 有 限 子 集 , 这 与 BA 的 
BAYT. 最 后 , 取 By 为 By 的 具有 [ZO] 个 元 素 的 某 个 于 集 , 这 就 完 
成 了 引 理 的 证 明 . o 

BATE UE A 8 a EY BPE ER. 

定理 6.5.5 (Blanchard-Host-Glasner 定理 (Blanchard etc., 1997)) #& (X,T) 为 
动力 系统 以 及 MU ECS. 那么 存在 we M(X,T) 满足 hy (T,U) > htop(T,Y). 

证 明 KU = {U1,U2,---, Ua}. 定义 


Ng") 
K 


U(P) = {a € Px : a = {41,…, Adi Am C Um, Vm € {1,--+,d}}. (6.5.1) 


情形 1. 首先 假设 X 为 零 维 空间 . 此 时 X 的 既 开 又 闭 的 子 集 全 体 为 可 数 集 且 
它们 构成 了 X 的 一 组 可 数 基 , UP) 中 全 由 既 开 又 闭 的 子 集 构成 的 剖 分 的 全 
体 是 一 个 可 数 集 , 用 {a : ! > 1} 表示 这 个 可 数 集 的 一 个 枚 举 . 

n2+n—1 

固定 me N. 由 引 理 6.5.4 知 , 存在 具有 [各 一 一 | 个 元 素 的 有 限 子 集 Cr 
使 得 (cy) 4-11 <1 <n 的 每 个 原子 至 多 包含 C 的 一 个 点 . 设 wv 为 在 Cn 上 等 
分 布 的 概率 测度 , 则 对 每 个 0 < il < n, Tila) EE (aa) +"! 细 ) 的 每 个 元 
素 包含 了 离散 测度 和 m 的 至 多 一 个 原子 . ANU) < NO DDN +) < 
d NU +), 有 


NUP’ +n-1) > d-*N(Ur +"-1). 


_ 865 FORT 


这 样 , 对 任意 1 <ijl<n,# 
Hriw, (on)? t1) = HL, (T (g #973) 


Nm +r- Nur tn} 
固定 满足 m < n 的 自然 数 m, HH n? +n=km+b,KHO0<b<m-1. Ml 
对 1<i,l<n, 有 


k-1 
Hriv, (ay 1"71) = Ari, Cn v V reog] 


j=0 
k-1 


< Hr: „(aD ie + 》 Ar: Un (T- mo) *) 
j=0 


< Hritmiv, (oa) +) + mlog d. 


j=0 
对 每 个 1<1<n, 把 上 式 从 i=0 到 m 一 1 求 和 , 就 得 到 
NUP +n-1 its 
mlog pek = Hrs, ee ty 
mka 
< 5 HrTi+miv, ((a)g T’) +m? logd 
一 0 7 一 0 
n?+n—1 
< Hri,,, ((ai)g"*) +m? log d. 
4=0 
1 n?+n-1 F 
再 令 jn = Pare 2 T'vn. Al (ar) ) 为 MX) 上 的 凸 函 数 , 对 每 个 
1<l<n,@ 
1 n?+n—1 
m-1 —1 
Hoo > ary Ly Hr (one 
m NUP +?) 
之 一 一 -一 | 一 .0. 
> (108 | adi mlogd (6.5.2) 


假设 un, TESS * 拓扑 下 收敛 到 wp e M(X), 其 中 当 k 一 œ 时 , nk 一 œ. 显然 
we M(X,T). 固定 ml EN, K (ap t 的 每 个 元 素 既 开 又 闭 , 有 


机 (an8 7) = lim Hyn, ((01)7 ) 


n2+ng—l1 
nog No) —m log d)=htop(T,U). (6.5.3) 
ngd”k 


> lim -z 
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现在 , 在 不 等 式 (6.5.3) 中 先 固定 1 E N, HS m 一 十 co, 就 得 到 h,(T,a1) > 
htop(T,U). 
对 任何 一 个 6 > U, 能 找到 8' CU 满足 6 > B'. AX 为 零 维 空间 , 对 任意 
ô > 0, 存在 an, 使 得 j(B'Aa) < 6. 因此, 由 引 理 5.4.5 HA, (T, 0’) > inf h,(T, az), 
进而 
hu(T, 8) 2 h (T, 6’) 之 inf hy (T, a). 
由 6 的 任意 性 , 得 到 


十 = i =j > l 
A (TU) = i, hu(T,B) = inf hu(T, o1) > hop(T,U) 


这 就 完成 了 情形 1 的 证 明 . 
情形 2. 一 般 情形 . 因为 紧 度量 空间 , 首先 可 以 构造 一 个 康 托 集 K 和 一 个 连 
续 满 射 f : K 一 X. BS 


Z= {z € Ka : f (2n41) = T f (zn) Xt ETN € Z+}, 


HEM p: 2 一 X 满足 x(z) = f(z0) 对 z € KH, BR, Z 为 零 维 紧 度量 空间 
KH (赋予 乘积 拓扑 ) 的 闭 子 集 且 在 K 上 的 左 转移 映射 R PRE. 因此 (Z, R) 为 
一 个 动力 系统 , 进而 知 p : (Z, R) 一 (X,T) 为 因子 映射 

由 情形 1， 存 在 v € M(Z,R), 使 得 成 (ReprIC)) > htop(R,p- (4)) = 
Atop(T,U). 即 对 Z 的 每 个 比 p-1(U) 细 的 Borel 剖 分 6, A hi (R, B) > htop(T,U) 成 
立 . Hy =v. WR X HB U 细 的 Borel H4 a, p '(a) 为 比 yp *(U) 细 的 
Borel #4}, 并 且 

h (T, a) = hy(R,p~*(a)) > htop(T,U). 

因此 At (T,U) > htop(T,U), 定理 得 证 . m 

注 记 6.5.6 Glasner 和 Weiss (1995) 证 明了 对 每 个 动力 系统 (X,T), ER 
维系 统 (Z,R) ALY AL htop(T) = htop(R). 20 世纪 80 年 代 , Auslander 提出 一 个 
问题 : “ARMADA ARAS ROHR SYR” . 这 个 问题 在 Boyle 和 Downarowicz 
(2004) 最 近 的 工作 中 得 到 了 圆满 解决 . 

定理 6.5.7 设 (X,T) 为 可 逆 的 动力 系统 和 U ECL. 则 存在 u Ee M(X,T), 
使 得 

hy(T,U) = htop(T,U). 

WEB} WU = {U1, U2,---, Um} € CY. 

情形 1. 首先 假设 X 为 零 维 空间 . 由 于 X 的 既 开 又 闭 的 子 集 全 体 为 可 数 集 且 
它们 构成 了 X 的 一 组 可 数 基 , 因此 , UY(P)( 见 (6.5.1)) 中 全 由 既 开 又 闭 的 子 集 构成 的 
剖 分 的 全 体 是 一 个 可 数 集 , 设 {a : 1 > 1} 是 这 个 可 数 集 的 一 个 枚 举 . 
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清楚 地 , 对 任意 KEeN AM we M(X,T), 
k-1 k-1 l 
ht @ V r-u) = inf h, (r*, V Tas): (6.5.4) 
i=0 AREN i=0 


现在 , 对 每 个 keN 和 sk E N*, 定义 


k-1 


M(k, sk) = fu E M(X,T): hy a V Tas) 
1 一 0 
之 Fheop (TH, UE!) = heap TU) }, 
这 里 使 用 hop Tt, UE) = htop (TU) 这 一 事实 
从 定理 6.5.5 知 , 存在 ue E€ M(X, T*), 使 得 
ht (TE, UF) > hiop(T*, U!) 


因 对 每 个 ss E N*, VEG Tas, da US! 的 加 细 , 有 


k-1 
Aur G V Tasse ) sinp TE U (6.5.5) 
i=0 


Tuet- +T lp, , 
iy, = BOM HE ERE Ti © M(X, T") 对 每 个 1 e 
{0,1,---,k — 1} RZ, 知 ve € M(X,T). Xt sk € N¥ MI j e {1,2,---,k — 1}, 
定义 
P) sy = sp(k — j)sr(k— j + 1)---sk(k— 1)sk(0)sk(1) -+ sk(k—1— j) Een". 
一 一 一 
j k-j 
it P0s = sp. 易 见 当 j € {0,1,2,---,k-1} 时 , 有 
kl k-1 
hri pr (a V Tau = hy Ga V Tapias ) 
i=0 ?一 0 
> hop( TE, UŠ!) (由 (6.5.5)). 


进而 ， 对 每 个 Sk E NF, 


2 a 1&2 kl 
hi, a VV Tasse ) = k > CR a V Tanto) ) 
i=0 i=0 i=0 


之 ry 
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因此 , 得 到 vg € Ns, en: M(k, sk). & M(k) = Ns, en M(k, sk) #2. 

因 对 每 个 se E NF, VEG Tiasa) 为 既 开 又 闭 的 覆盖 , wr hu VE Tasi) 
T*) 是 从 M(X,T) 到 R 的 上 半 连 续 的 映射 这样 对 sk e N* TA, M(k, sk) 为 
M(X,T) 的 非 空 闭 子 集 , 这 说 明 M(k) 为 M(X,T) 的 非 空 闭 子 集 . 

现在 我 们 说 明 , 如 果 kiko € N 满足 kilko, W M(k2) C M(k1). 事实 上 , 设 
p € M(k2), 然后 令 k= = 对 su CN”, 取 Sko = Ski +++ Sk, (KK) EN. A 


ki- 


ki- 
k 1 kı 
nh | 本 V T- ano) = ne a yrw Vr ano) 


a =0 ?一 0 


= Eh (Te, Vv 了 一 Ee o) 之 htop(T, u). 
所 以 jy E€ M(ki, Sk), 进而 u E€ M (k1). 这 说 明 M (k2) C M (ki). 因 对 任意 ki, ke EN, 
Ø + M(kık2) © M(k1) N M (k2), 有 een M(k) # 2. it v € Mren M(k). 对 每 个 
k EN, 从 式 (6.5.4) 知 


k-1 

1 1 

ghs (T, US) = ip 和 g” a V T~a,,.9 ) > htop(T, U). 
i=0 


进而 从 引 理 6.3.2(3) 知 
h,(T,U) = lim cht (TUR) > Atop(T,U). 


结合 这 一 事实 和 引 理 6.3.2(7), 得 到 hy (T,U) = htop(T,U). 

情形 2. 一 般 情形 . 此 证 明 完全 类 似 于 定理 6.5.5 情形 2 的 证 明 . 口 

定理 6.5.1 的 证 明 由 引 理 6.3.2(7), 我 们 仅 需 证 明 存在 9 € AM*(X,T), 使 得 
he(T,U) > htop(T, U). 

仅 考 虑 T 为 满 射 的 情形 (对 T 非 满 射 情形 , 留 作 习 题 ), t m : (X,T) 一 (X,7T) 
为 (X,T) 的 自然 扩充 则 (X,T) HAMAR. 通过 定理 6.5.7, 存在 v © MŽ, T), 
使 得 

hy(T, 771 (U)) = htop(T, 7] tU). 

pw = mv, Wy € M(X,T). 容易 看 出 hu(T,U) > b(T,77'U)) (参见 引 理 
6.3.1(4)). 因此 hy, (T,U) > hi (T, r7 (U) = Atop(T, my 1U)) = htop(T,U). 


tu = J 9dm(9) 为 u 的 遍历 分 解 , 则 由 定理 6.3.4 和 hi(T,U) > 
Me(X,T) 


htop(T,U) 知 ， 存在 0 E€ M°(X,T), 使 得 he(T,U) 2 htop(T, U). 最 后 ， 利用 引 理 
6.3.2(7) 即 得 ho(T,U) = htop(T,U). 这 就 完成 了 定理 6.5.1 的 证 明 . 口 
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1. 完成 定理 6.5.2 的 证 明 . 

2 完成 定理 6.5.7 情形 2 的 证 明 . 

3. 设 (X,T) 为 动力 系统 和 U € CX. 令 M = {u € M(X,T) : hy(T,U) = hop(T,U)}, 
证 明 : 

(1) M 为 M(X, T) 的 非 空 紧 的 凸 子 集 ; 

(2) M 的 每 个 端点 为 遍历 测度 ; 

(3) MR we MAL w= | bdm(0) 是 上 4 的 遍历 分 解 , 则 对 m-a.e. @€ M°(X,T), 

Me(X,T) 

有 be AM， 

4， 举 例 说 明 存 在 动力 系统 (X,T) 满足 htop(T) < 00 Al hu(T) < hwop(T) 对 je 
M(X,T). 

5. 完成 定理 6.5.1 的 证 明 中 对 T 非 满 射 情形 的 证 明 


86.6 FRR AARP IE A 


本 节 将 证 明 , WR uE M(X,T), W En(X,T) 2 Ek(X,T) 对 每 个 n > 2 RA, 
且 存 在 9€ M(X,T), 使 得 En(X,T) = EB&(X,T) 对 每 个 n > 2 RL. 进一步 地 , 我 
们 将 举例 说 明 不 一 定 存在 uE Me(X,T) 满足 En(X,T) = ER(X,T). 首先 有 

定理 6.6.1 i (X,T) 为 动力 系统 , we M(X,T). MHA n> 2, 有 


En(X,T) 2 Eh(X,T) = supp(An(#)) \ An(X). 


证 明 设 (zi)i_1 E EX(X,T),U 为 相对 于 (zi)i_i 可 允许 的 有 限 开 和 覆盖 . BH, 
FER MU 细 的 可 测 剖 分 a 为 相对 于 (ai), 可 允许 的 剖 分 . 由 于 (zi)? € ER(X,T), 
所 以 h,(T, a) > 0. 由 定理 6.4.5 知 hj,(T,U) > 0, 进而 htop(T,U) > hy(T,U) > 0. O 

设 (X,T) AMM HAAR, pe M°(X,T), 7: (X,Bx,T, u) > (Y,D,v, S) 是 
(X, Bx,T, u) 的 Pinsker 因子 (Bf miD = P,) UR p= fw 为 4 在 v 上 的 测 


度 分 解 . 则 对 每 个 ”e N, 不 难 证 明 


Mn(p) = I Hy X Hy X… X pydv(y), HP An (uw) 由 (6.4.1) 定义 (6.6.1) 
Ne e 
引 理 6.6.2 i (X,T) 为 可 逆 的 动力 系统 , pe M(X,T), 7: (X,Bx,T, u) 一 
(Y, D, v, S) 是 (X, Bx,T, u) 的 Pinsker 因子 ( 即 nD = Pa) 以 及 H= f Hydv 为 
Y 
人 在 Vv 上 的 测度 分 解 . 如 果 h (T) > 0, MA 
(1) 对 v-a.e. y €E Y, py 为 非 原子 的 ; 
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(2) n : (X,Bx,T, u) > (Y,D,v,S) 为 弱 混 合 扩 充 , UAH n EN, An(u) 是 
遍历 测度 . 

证 明 (1) 由 于 4 是 遍历 的 , Rohlin 的 一 个 经 典 结果 (参见 定理 2.7.10) 告诉 我 
il: 要 么 存在 某 个 k CN, 使 得 对 v-a.e. y EY TA, jwy 是 等 分 布 在 个 点 上 的 测 
E; BZ jw 为 非 原子 对 v-a.e. y € Y. 因此 , 如 果 (1) 不 成 立 , 则 存在 某 个 ke N, 使 
得 对 v-a.e. y E Y MA, wy 是 等 分 布 在 上 个 点 上 的 测度 . 现在 , 我 们 说 明 h,(T) = 0. 
对 Q € Px, 

hy(T,a) = lim iy ulag |P) 


H,„ (a9 
B Py 0 


< lim J log kdv (y) 
Y 


n—=>+œ n 


= 0. 


因此 hyu(T) = 0, 矛盾 . 

(2) 如 果 r : (X,Bx,T, 4) 一 (Y,D,v,S) 不 为 弱 混 合 扩充 , 则 由 Furstenberg- 
Zimmer 定理 (参见 定理 2.7.15) 知 ， 存 在 保 测 系统 (Z,2,n,R) AAS m : 
(X, Bx,T, u) > (Z,Z,n, R), m2 : (Z,Z,n, R) > (Y,D,v,S), 使 得 = mim. H m 
为 非 平凡 的 紧 扩 充 . 可 以 证 明 h,(R) = h,(S) = 0 ( 留 作 习题 ), 从 而 r Z CP, = 
my nz D, 这 说 明 Z = r3 D, 即 ra 是 平凡 扩充 , 矛盾 . 这 就 说 明了 r 是 弱 混 合 扩 
充 , 进而 由 Fusterberg 的 一 个 经 典 结 果 (参见 引 理 2.7.13) 知 An(u) 为 遍历 测度 ， 口 

BIH 6.6.3 i (X,T) 为 动力 系统 . 如 果 HE AM(XX,T) 为 遍历 测度 , 则 对 每 个 
n 之 2, 有 

| Es(X,T) \ An(X) 2 supp(An(s)) \ An(X) = ER(X,T). 

证 明 SGEN T 为 同 胚 时 的 情形 , 一 般 情形 留 作 习题 . 如 果 hy (7) = 0, 则 有 
supp(An(#)) \ An(X) = Ek(X,T) = 

以 下 假设 hy (T) > 0. i8 P, X (X, B,u,T) 的 Pinsker o 代数 . Wm: (X,B, u, T) 
一 (Y,D,v,S) X (X, B, p, T) 的 Pinsker AF, UR p= | mer 为 4 相对 于 (Y,v) 
的 测度 分 解 . 由 引 理 6.6.2(1) 知 , 对 v-a.e. y E€ Y, py 为 非 原子 的 , 因此 


Mn (WW (An) = J Hy X Hy X +++ X Hy(An)dv(y) = 0. 
Y 
这 样 , supp(An (u)) \ An # Z. 由 于 An(u) AAW BE ( 见 引 理 6.6.2(2)). 这 样 可 知 ， 


(supp(An()), To) 为 拓扑 传递 的 . 因 supp(An(u)) 在 X” 的 坐标 置换 下 保持 不 变 ， 
所 以 对 (supp(An(u)), T) 的 每 个 传递 点 (zi)?,， 有 zi 天 zj MR iE i. 
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从 定理 6.6.1 知 (zi)? € ES(X,T). 因为 E(X, T) X X” HAW TO 不 变 的 子 
R (参见 注 记 6.2.6), 有 Es(X,T)\ An(X) D supp(An(z)) \ An(X)(= ER(X,T)). O 

有 了 以 上 准备 , 现在 便 可 证 明 

定理 6.6.4 设 (X,T) 为 动力 系统 . MRA we M(X,T), 使 得 对 每 个 n> 2, 


En(X,T) = Er(X,T)(= supp(Mn (1)) \ An(X)). 


证 明 设 n>2. 首 先 有 
言 对 任意 (zi)? € En(X, T) 和 zi 的 邻 域 0;, 存在 u E€ M(X,T) 满足 

EF(X,T)N(U x U2 x +++ x Un) £ Ø. 

断言 的 证 明 不 失 一 般 性 , 假设 Ui 为 x; 的 闭 邻 域 且 满 足 : 4 zi A zi Hf, 
UOU = @; W124 2, = 2; ,U; =U;,1<i<jgn. BU = {UZ,U§,---, Uf}. 
明显 地 , 有 hop(T,U) > 0. 由 定理 6.5.1 知 , 存在 u € M(X,T), 使 得 hy(T,U) = 
htop(T,U) > 0. 进而 由 推论 6.4.6 知 Ana) Ui) > 0, 即 supp(An(u)) NU; 4 
Ø. A I Uin An(X) = Ø, 从 定理 6.4.3 知 E(X, T)N (U1 x Uz x +++ x Un) # Ø. 
这 就 完成 了 断言 的 证 明 . 

根据 以 上 断言 ， 可 选择 E(X, T) 的 稠密 可 数 点 列 {1T TZ: ar): m2 
1}， 使 得 对 某 一 jr < M(X,T), 有 (7,27, XT) € EM" (X,T). Bp = 


十 oo 十 oo 
》 str (Do geet). 因为 对 X 的 任意 有 限 可 测 剖 分 a,n > 2 以 及 me N 有 
n=2 m=1 


hy(T.) > zhe (T,a), 所 以 BAT (X,T) C EEX, T). AEB, (OP OR, 
2”) € BE(X,T). 进而 ， 


EL(X 1) DA ah, Tm) me 1} \ Ag(X) = Enl XT); 


这 也 就 是 说 , EE (X,T) = E,(X,T). O 

推论 6.6.5 i (X,T) 为 动力 系统 . wWREA-KEBAR, 则 存在 具有 全 支 
Heo T REMA u, 使 得 EY(X,T) = Eo(X,T). 

在 此 我 们 要 强调 的 是 推论 6.6.5 不 能 加 强 为 存在 具有 全 支撑 的 遍历 测度 几 使 
得 ES (X,T) = Eo(X,T). 以 下 例子 说 明了 这 一 点 . 

Bj 6.6.6 FE-KEBAR, 它 不 具有 全 支撑 的 遍历 测度 . 

证 明 ”我 们 将 用 以 下 Bk 代替 定理 6.1.11 中 的 Angi. 首先 令 Bi = (1020), 
再 归纳 地 定义 


= mË nk. k k k mk 
Bri = B0 1D; DE DE fa ‘Don, mA Dirr —1)ng+1 ao Dyn, 9 2, 


neo = |Bkpi fUr = {Bk41, os Pt) (Bugs )0PCTY J, 


其 中 mk > nz (nZ2"*t! + ng), mk > ngm. 
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RER y = lim By, Y = w(yo). 则 不 难说 明 (co) 具有 属性 Po, 所 以 由 引 理 
6.1.3 知 (Y,0) 9 —BOEMPAR. 以 下 说 明 在 Y 上 不 具有 全 支撑 的 遍历 测度 . 

采用 反 证 法 . 假设 为 (Y,o) 具有 全 支撑 的 遍历 测度 u 则 /的 generic 点 显然 
为 传递 点 . ER u H generic 点 z. 因 lps, 为 了 到 及 的 连续 映射 , 所 以 


n—-1 

1 : 

1Y tego) + fludn = ula] > 0. 
?一 0 


设 N(Bi,C) 为 By 出 现在 C 中 的 次 数 . 则 存在 ko €N, 使 得 当 k > ko 时 ,有 


k— 
2 和 N(Bl, Br) < om : ao 


1 n-1 
ZN igo lao | 
Nk 2 [Bi] ( ) a Nko Nk Nk Nko 


归纳 地 , 可 以 说 明 , 对 > ko, 如 果 z = (zi1,z2,…) 和 Ck = (z1, Zn) W Cx AX 
出 现在 


mi ni i ni i i i mi 
0 Di +++ Di, Dhiri Dang Dlani nn Darin 2 


这 里 i e N 满足 gli) < ko. 这 说 明 z 不 为 传递 点 , 矛盾 . 口 
注 记 6.6.7 ”我们 还 不 知道 是 否 存 在 这 样 的 一 致 正 烦 系统 , 它 具 有 全 支撑 的 、 
弱 混 合 或 强 混合 的 不 变 测 度 , BERHAD -REH GA. 
定理 6.6.8 i (X,T) 为 动力 系统 . NHB n > 2, A E,(X,T) = Ee(X,T)\ 
证 明 ”由 定理 6.6.4, 存在 u € M(X,T), 使 得 En(X,T) = EX(X,T) 对 每 个 
n> 2 成 立 u= | veces COO) 为 /的 遍历 分 解 , 则 从 定理 6.4.7 知 , 适当 选 


ROC M*(X,T), 有 
(J{E8(X, T) : 0 € O}\ A, = Ek(X,T). 


现在 对 每 个 €Q, 由 引 理 6.6.3 知 E8(X,T) c E(X, T). 从 而 En(X,T) C 
Es(X,T). H Es(X,T) C E(X, T) C En(X,T)UAn(X), 有 En(X,T) = Es(X,T) \ 
An(X). 口 

作为 本 节 的 结束 , 我 们 给 出 n —BOEMASA SERA AAM. 
我 们 说 动力 系统 (X,T) 的 可 测 剖 分 a = {41, 42,…, An} 为 拓扑 非 平凡 的 , 如 果 
Ay # X 对 每 个 1<i<n 成 立 . 

引 理 6.6.9 i (X,T) AMA AR, we M(X,T). 则 EK(X,T) = X” \ An(X) 
当 且 仅 当 对 X 任意 由 见 个 元 素 构成 的 拓扑 非 平 凡 可 测 剖 分 a 有 A(T,a)>0,# 
Pn > 2. 


-00 APRENER a a aa 


证 明 ER(X,T) = X” \ An(X). MX 的 任意 拓扑 非 平 几 的 可 测 剖 分 a = 
{41, 42,:… ,An}), 选取 zi € X \ hi,i = 1,2,…,n. 清楚 地 , (zi)? © X"\ An(X), 并 
H a 为 相对 于 (ci)? 可 人 允许 的 剖 分 . 从 而 hy(T, a) > 0. 

反之 ,假设 对 X 的 任意 由 个 元 素 构成 的 拓扑 非 平 凡 可 测 剖 分 A hy(T, a) > 
0. i (zi)? € X” \ An(X). 对 任意 相对 于 (zi) 可 允许 的 可 测 齐 分 a = {4, 
A2,… ,An}, a 为 拓扑 非 平凡 的 . 从 而 hy (T, a) > 0. 这 就 说 明 (zi)? € Ek(X,T)， O 

定理 6.6.10 R (X,T) 为 动力 系统 , n>2. 则 

(1) (X,T) AX n -REWERA pE M(X,T), 使 得 对 X 的 任意 由 nn 个 
元 素 构成 的 拓扑 非 平 凡 可 测 剖 分 a, Hh, (T,a) > 0; 

(2) (X,T) 为 完全 一 致 正 烦 系统 当 且 仅 当 存在 uE M(X,T), 使 得 对 X HEE 
由 有 限 个 元 素 构成 的 拓扑 非 平凡 可 测 剖 分 a, 有 hy(T,a) > 0. 

这 是 定理 6.6.4 和 引 理 6.6.9 的 直接 推论 . 

最 后 , 我 们 不 加 证 明 地 给 出 下 面 一 个 十 分 有 用 的 定理 (Huang-Ye, 2006). 此 定 
理 的 纯 组 合 证 明 见 文献 (Kerr-Li, 2007). 

定理 6.6.11 (XT) 为 动力 系统 , 那么 (71,…,ZTn) E En(X,T) 充分 必要 对 
于 (Z1,…,Zn) 的 任意 邻 域 U x .… x Un, HAZ, 的 正 密度 集合 D = {di, d2,…}， 
使 得 


(TU 
i=1 


对 于 任意 s E {1,2,---, n} 成 立 . 
> 题 6.6 
1. 证 明 公 式 (6.6.1). 
2. 设 (X,T) 为 动力 系统 . 证 明 : 
(1) X} y € M(X,T), 有 ES(X,T) C Es(X,T); 
(2) 存在 u € M(X,T), 使 得 ES (X,T) = E.(X,T). 
3. Wm: (X, B, u, T) > (Y,D, v, S) 为 可 逆 保 测 系统 间 的 扩充 , 则 


hu(T) =h.(S)+ sup H,(ala~ V7 '(D)). 
aEPx 


进而 , WAR r 为 紧 扩 充 , 则 hy(R) = h(S). 

4. 对 一 般 的 动力 系统 证 明 引 理 6.6.3. 

5. 设 (X,T) HAA EMA AAS. 证 明 : 对 每 个 n > 2, En(X, 了 T) 为 没有 孤立 点 的 
HR. 
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86.7 注 w 

在 本 章 中 , 86.1 和 86.2 的 内 容 主要 取材 于 文献 (Blanchard, 1992; Blanchard, 
1993; Blanchard-Lacroix, 1993; Huang-Ye, 2006). §6.3 主要 取材 于 文献 (Glasner- 
Weiss, 2004; Huang etc., 2004b; Huang etc., 2006; Romagnoli, 2003). §6.4 的 素材 主 
要 来 源 于 文献 (Blanchard etc., 1995; Glasner, 1997; Glasner-Weiss, 1994; Glasner- 
Weiss, 1995b; Huang-Ye, 2006). §6.5 主要 取材 于 文献 (Blanchard etc., 1997; Huang 
etc., 2004b; Huang etc., 2006). §6.6 的 素材 来 源 于 文献 (Huang-Ye, 2006), 定理 6.6.11 
的 组 合 方法 证 明 参 见 文献 (Kerr-Li, 2007). 另外 , 本 章 的 大 部 分 内 容 都 可 以 推广 到 
相对 化 的 情况 , 见 文献 (Huang etc., 2006; Huang etc., 2007a). 
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1967 年 , Kushnirenko (1967) 给 出 了 一 个 新 的 测度 同 构 不 变量 : MRE. E 
ERW ASEM ER HE), 同时 也 是 区 分 具有 相同 测度 粹 和 谱 属 性 系统 (特别 是 零 
WAR) 的 重要 不 变量 . 与 之 对 应 的 是 , 1974 年 , Goodman (1974) 对 拓扑 动力 系统 
引入 了 拓扑 序列 箭 . 本 章 将 首先 介绍 测度 序列 炉 , 并 且 给 出 测度 离散 谱系 统 的 序列 
HAA HL; 87.2 将 给 出 几 类 测度 混合 系统 的 序列 简 刻 画 ; 87.3 S| APES PSA, 并 给 出 
几 类 拓扑 混合 系统 的 序列 粹 刻画 ; 87.4 KES] ARENT PT AA HL BE PT, 并 讨 
论 两 者 的 相互 关系 ; 87.5 主要 研究 相对 于 任意 自然 数 序列 其 序列 粹 为 零 的 动力 系统 
( 称 为 null 系统 ) 的 结构 . 


87.1 Wwe aS Kushnirenko 定理 


APAIA WEFR, 然后 介绍 Kushnirenko 对 可 逆 的 测度 离散 谱 
KBE FF FGA M (Kushnirenko, 1967)， 设 (X,B,u,T) ARMAS, S = {ti < 
t2 <-+-} 为 非 负 整数 序列 . 对 (X, B, p, T) 的 有 限 可 测 剂 分 o, 将 a 沿 着 5 BARS 
定义 为 
hae a) = dim sup ( V Ta] = lim sige 5 —p(A) log (A). 


n—-+00 n 
i=l AEV? T tia 


不 难 获得 如 下 常用 的 公式 : 


j—1 
V T~*a). 


i=1 


. 1 n, 
S = . —t; 
hi(T, a) = im sup% 2 H, (7 ja 


将 (X, B, uT) 沿 着 5 的 序列 炳 定义 为 


S — S 
hi, (T) = Sup hi, (T, a), 


其 中 上 确 界 取 遍 X 的 所 有 有 限 可 测 训 分 . 当 S= Z 时 , AS (T) RIA A ER, 
此 时 一 般 省 略 其 上 标 Z+. 

命题 7.1.1 i (X,B,u,T) ARRA RŽ, an AX 满足 an Z BOAR WA 
TÈSI NAER KERES S= {ti <ta <}, A lim hi(T,an) = hà (T). 


Og a E E 


证 明 ”对 任意 X 的 有 限 可 测 剖 分 8 及 给 定 k,n eN, 有 
k 
m( V Te) < H, (vr (BV an) )) 
i=1 
k k 
< i, ( V Te “an ) +H, ( V Te V Tan) 
t=1 i=1 


i=1 


k k k 
<H, ( VV ran + SoH, (ra VV T~an) 
ant i=1 i=1 
< H,( VV Tan) + kH, (Blan). 


i=1 

在 上 述 不 等 式 两 边 同时 除 以 k， 再 对 k 取 上 极限 即 得 hs(T, B) < hd (T, on) 十 
H,, (Blan). 由 于 Hi(Blan) 一 H,(6|B) = 0( 利 用 Martingale M), 有 h3 (T, B) < 
lim hS (T, an). 因此 hS (T) = suph$ (T, 8) = lim h$(T, an). o 
了 一 OO B n— oo 


本 小 节余 下 部 分 的 主要 目的 是 给 出 Kushnirenko Xa 3 M E A Bis AASF 
PRAM. 为 此 需要 介绍 一 些 概 念 和 引 理 . 设 (X, B, u, T) APRA. 在 可 分 
的 复 Hilbert 空间 H = L?(X,B, u) E, EXEAT Ur : KH 一 H, 使 得 对 每 个 fe XH， 
有 Ur(f) = fot. 非 零 函数 f c XK 称 为 了 的 特征 函数 , 如 果 存 在 复 常 数 入 € C， 
使 得 Ur(f) = Af. 此 时 入 也 称 为 相对 于 f 的 特征 值 , 易 见 , 非 零 常 值 函 数 一 定 为 
T 的 特征 函数 , 并 且 了 的 每 个 特征 值 和 的 模 为 1, 即 JA = 1. 注意 到 , 如 果 f eX 
为 系统 (X,B,u,T) 的 特征 函数 , 则 {UZS :ne Z} 为 KH 的 紧 子 集 . 一 般 地 , 称 使 得 
{UFS :n EZ} 为 XH 的 紧 子 集 的 函数 f 为 几乎 周期 函数 . 

我 们 说 H 的 子 集 H 为 代数 , 如 果 H 为 L>(X, B, u) 的 线性 子 空间 , 且 对 任意 
f,g € Hi, 有 fg € Hi, RB, LOX, Bu) 为 全 体 有 界 B 可 测 函 数 构成 的 线性 子 空 
E. 显然 , 系统 (X, B, u, T) 所 有 有 界 的 几乎 周期 函数 全 体 (定义 为 A) BRT HY 
一 个 Ur REM BEAR, 即 A 为 H 的 线性 子 空间 且 对 任意 f,g € Ae, 
有 Ur(f), fo 和 了 均 属 于 Ae 对 实 的 几乎 周期 函数 f 和 M >o, f 的 截断 函数 


| f(z), 如 果 |f(z)| < M, 
fu(z)=4 | 
sign(f(z))-M, 如 果 |f(z)| > M 


为 有 界 的 几乎 周期 函数 . 这 说 明 A EH 中 的 闭 包 包 含 了 全 体 实 的 几乎 周期 函数 . 
进而 由 于 几乎 周期 函数 的 实 部 和 虚 部 仍 为 几乎 周期 函数 ，A。 EH 中 的 闭 包 (定义 
为 He) 恰 为 几乎 周期 函数 全 体 . 

显然 , H 中 特征 函数 的 线性 组 合 全 体 的 闭 包 包含 于 He 事实 上 , He ARIER 
数 的 线性 组 合 全 体 的 闭 包 , 且 可 以 将 Hi 的 元 素 刻画 出 来 . 这 就 是 著名 的 Koopman- 
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von Neumann 谱 混 合 定理 ((Koopman-Neumann, 1932; Bergelson, 1996), 在 本 章 最 
后 的 附录 中 将 给 出 它 的 证 明 ). 
定理 7.1.2 (Koopman-von Neumann 谱 混 合 定 理 ) 


He = span{ f eH:3NEC, 使 得 UT(f) = Af}, 
并 且 
E N, d(S) = 1, 使 得 Vg € H, 
nn im eg UTS 9) = 0}, (7.1.1) 


这 里 d(5) 为 9 的 密度 以 及 < .> 为 1 的 内 积 . 

在 Koopman-von Neumann 谱 混 合 定理 中 , WH = He, 则 称 系统 (X, B, 凡人) 
或 了 为 离散 谱 的 ,此 时 系统 的 特征 函数 的 线性 组 合 张 成 了 整个 Hilbert 空间 H. 
由 于 非 零 常 值 函数 为 了 的 特征 函数 , 所 以 He BOW H 的 一 维 线性 子 空 间 ， 由 
Koopman-von Neumann 谱 混 合 定理 , PERE, He 为 的 一 维 线性 子 空间 当 且 仅 
4A (X, B, uT) 为 弱 混 合 的 (作为 练习 ). 

下 面 进一步 研究 He. 首先 需要 一 个 经 典 结论 (Zimmer, 1976a, 定理 1.2): 

引 理 7.1.3 & (X,B,y,T) 为 保 测 系统 , Hi 是 由 LX, B, yp) 中 有 界 函 数 构 成 
RH RMREORK. 则 存在 B 的 子 o 代数 A, 使 得 H = LX, A, u) 进而 , 如 果 
T TE Hi 为 UT 不 变 的 , 则 4 为 了 不 变 的 . 

WH RAAB PH D= {fB E H, BH R H Borel TR) 生成 的 最 
小 的 o 代数 . 显然 , Hi C E(X, A, u). 由 于 LX, A, u) 3 LX, B, u) 的 闭 线 性 子 
空间 , d(H1)'C L?(X, A, p). 

对 于 反 向 的 包含 关系 L(X, A, u) C Hi, 由 于 H AW L(X,B, u) 的 闭 线性 子 空 
间 以 及 A 可 测 的 特征 函数 的 线性 组 合 在 L?(X, A, u) 中 稠密 , 我 们 只 需 证 明 : 如 果 
Ac A, 则 特征 函数 14 € Hi. Dy = {4N N An : A, An E D} A Do X D 
中 有 限 个 互 不 相交 元 素 的 并 构成 的 集 族 . 则 Do 为 由 D 生成 的 代数 . 

因 代数 Do 生成 了 o 代数 A, 我 们 只 需 证 明 : 如 果 A e Do, 则 特征 函数 14 EH 
即 可 . 进而 , 因 Do 的 每 个 元 素 可 以 表示 为 Pi 中 有 限 个 互 不 相交 元 素 的 并 , 我 们 只 
需 证 明 : 如 果 4 e D1, 则 特征 函数 14 EH 即 可 . 

wf; © Ad, era ara c|- Ri, Ri) 为 及 的 Borel F$ 1 = 1,2, -,k. 
设 9gi(z) = 1p,(z),t = 1,2,---,k. 则 对 每 个 gi, 存在 民 上 的 多 项 式 序列 Pin, 使 得 
„im Pin(7) = 1Bi(z) 对 ze -Ri Ri] 成立 . SUE, 因 Hi 为 代数 , 易 见 WL, Pin o 
fi € H. Fn > +0, 有 IE Pin o fi(x) 一 II 1919 fi(7) 对 u-a.e. ce X. 当 
然 ， ERKA L?(X, B, H) 意义 下 成 立 ， 因此 IIA_19i o fi € Ay. Bp las if (B) = 
THE y1,-1(p,) = Wy 1a, o fi € Hi, 这 就 完成 了 证 明 . O 
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注意 到 , HA L?(X,B, u) 的 Ur 不 变 和 共 轿 不 变 的 代数 A 的 闭 包 , 从 引 理 
7.1.3 知道 , 存在 B 的 了 不 变 的 子 o 代数 Kj, 使 得 He = LX, Kust) 称 Ki 为 
(X, B,u,T) 的 Kronecker 代数 . 由 Koopman-von Neumann 谱 混合 定理 知 , 系统 
(X,B,u,T) 为 离散 谱 的 当 且 仅 当 Ky = B; 系统 (X, B,y,T) 为 弱 混 合 的 当 且 仅 当 
Ky = {X, Ø}. 

定理 5.3.9 告诉 我 们 : WR (X, B, p, T) AAMAS, 则 对 X 的 有 限 可 测 剖 
分 a, 有 ,im h,(T",a) = H,(a|P,,) 成 立 , 其 中 P, 为 (X,B,py,T) 的 Pinsker o 代 
数 . 以 下 的 定理 7.1.6 说 明 对 K, 具有 类 似 的 性 质 . 为 此 , 需要 如 下 的 两 个 引 理 . 

引 理 7.1.4 R (X,B,y,T) ATERMAZR. Wt X 的 任意 有 限 可 测 剖 分 
QC Kj 以 及 任意 非 负 整数 序列 S, 有 ji2(T,a) = 0. 

证 明 a = {4i1,42,…,An} 满足 Ai E ki = 1,2,…,n. 由 于 
Viz {4 AS} > a, 因此 , 为 说 明 AS(T, a) = 0 对 任意 非 负 台 数 序列 ， S 成立 , 只 
需 说 明 对 任意 B EK, 以 及 任意 非 负 整 数 序 列 S, 有 h3(T,{B,B°}) = 0 成立 . 

i B € Ku, S = {a<a2<…} CZ, WRB = 1{B,B°}. 因 1s 为 几乎 周 
期 函数 , 所 以 {U"1s :ne Z} A LX, B, u) 的 紧 子 集 . 注意 到 ||U"1a - Vm15| = 
X(T-”"BAT-™mB), 使 用 引 理 5.4.5 容易 获得 , 对 任意 s > 0, 存在 N EN, 使 得 对 任意 
n E N, 能 找到 某 i(n) < NN, 使 得 A, (TB Tm B) + Ay(T~%™ B|T~™ B) < e. 

这 样 对 n> N, A H(T -6 VE T=) < A(T-% pT mp) <e. 进 而 


k-1 


VV el) <E. 


i=1 


1 n 
S — 
hg (T, B) = im an > f (7 ar G 


由 < 的 任意 性 , hS(T, 6) =0. 口 
引 理 7.1.5 设 (X,B,u,T) 为 可 逆 保 测 系 统 . 则 对 X 的 任意 有 限 可 测 剖 分 a 
以 及 非 负 整数 序列 S, 有 hi(T,a) < A, (al|K,). 
证 明 (Bu) 为 可 分 的 , 所 以 存在 可 数 个 由 Kk, 中 的 集 构 成 的 有 限 训 分 {Bk : 
k € N}, 使 得 „im Hi(alBk) = H(e|K,). AIEI ER kEeNAKS={0<t < 
tə < <o} C Z4, 有 


1 n 
S = ji =t; 
hz (T,a)= lim sup 7H, V T a) 


i=1 


; 1 . ti -ti 
< ip sua VT (av 6s) -i lim | 一 bm,(V? ‘Be 


=1 


= lim sup- :( (VT = vai) (ea) 
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Oe fy ree ee 
= im sup- Hy ( VT a| VT 6s) 
?一 ?一 


1 n 
< li = Tti =t 
< ,lim sup— > H,(T "aT" Bk) 


i=1 


= H, (a|r). 
在 上 面 的 推导 过 程 中 , 第 一 个 不 等 式 使 用 了 hS(T, Ce) = 0 X} k EN 成立 这 个 事实 . 
由 于 上 的 任意 性 , 有 hn5(T,a) < H,(alK,). 口 


现在 证 明 

定理 7.1.6 设 (X,B,u,T) 为 可 北 保 测 系统 . 那么 对 给 定 的 X HART Dal 
分 a, 存在 非 负 整数 序列 S, 使 得 hT, a) = H,(a|K,). 

证 明 ”注意 到 , 对 ACB, A la- Elala, € HE. 因此 , 由 定理 7.1.2 知 , 存 
在 3 CZ, WE a(S’) = 1, 使 得 lim UTCA — E(1alK,)), 18) = 0 对 所 有 
Be 8 成立 . 进一步 ,有 

断言 对 X 的 任意 有 限 的 可 测 剖 分 6, 能 找到 S CZ, 满足 d(S’) = 1, 使 得 对 
任意 es > 0, FE M EN, 使 得 当 m > M,m e S' 时, H,(T-™al8) > H,(alK,,) -— €. 

断言 的 证 明 it a = {hi1,42,…,Ax}, B = {Bi,B2,…,Bi}. 由 证 明 开 始 时 的 
讨论 知 , 存在 S C Zy, d(S") = 1 HR 1 <ick, 1Sj SLA 

lim (UFa — E(14,|Ku)), 12, ) = 0. 


n—+o0,nES’ 


因此 


liminf _, Hy(T~"alZ) 


n—+o00,nEeS$ 


so. eases eo ees AT 4in B;) 
ee AT "A; N B;) log ( (BD 


_ ie sys n (UPla,, 1z,) 
= 了 3 —(Up14,, 1B;) log (Eae E 
n (UPE(1a4,|K,), 1B,) 
= 2 —(UTE(14,|K,), 1Bi) log (ee 
(UFE(1a4,|K,), 1B)) 
u(B;) 
(OZE(1a4,|K,), 1p;) = 
p(B;) B; 


BE a, = —(UBE(14,|K,), 18,) log ( ), uB, () = w(-B;)/m (B5). 


由 于 -zlogz 为 凸 函数 以 及 UBE(1a, |)dus,， 可 以 扒 
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得 
a% = -u(B;)( f i RECA: lc) dhs, ) log ( ip UB (1 lw)dps, ) 
> p(B;) L —UPE(14,|K,) log(UBE(14,\y))due, 
> f -UFE (aKu) log (VRE aK) 
进而 有 


Soag > J -URE(14,|K,) log(URE(1a,|K,))dy 


ij 
=> | -UREO IKu) loeUPE(LA, lc) dp 
= H,(o|K,). 
这 说 明 liminf H,(T-"al9) > HyalK,), 断言 得 证 
现在 可 以 取 非 负 整数 序列 S={0<ti <te<---}, 使 得 


H, (Ta V ra) > H,(alK,) - 5. 
从 而 
os | Š ee ee 
hz (T, a)= lim | sup— a (Vz 'a) -ep kay Ve ʻa) 
> lim supt Y (#,(alky) = ge) = Halek). 5 
n—+00 Do 2 


WiC 7.1.7 从 定理 7.1.6 证 明 不 难看 出 , 对 任意 Fe Foud» 存在 无 限 序 列 SC 
F, 44 Ms 人 Ta) = H (aKa) ( 留 作 练习 ). 

由 引 理 7.1.4 和 定理 7.1.6 可 得 以 下 推论 : 

推论 7.1.8 34 (X,B,u,T) ATERMAR. MACK, 当 且 仅 当 对 任意 非 负 
整数 序列 5, 有 h5(T, {4, A°}) = 0 成立. 

定义 7.1.9 设 (X, B, p, T) 为 保 测 系统 ， 如 果 对 每 个 非 负 整数 序 列 9, IH 
hS(T) =0, 则 称 系统 (X,B,u,T) 为 测度 null 系统 . 

有 了 以 上 准备 , 我 们 可 以 给 出 Kushnirenko (1967) Xf Fy) AM BE Be Bie Re AY FF 
3n) AA 


a St a oraaa 


定理 7.1.10 (Kushnirenko 定理 ) TERM ABR (X, B, u, T) 为 离散 谱系 统 当 
且 仅 当 它 为 测度 null 系统 . 

证 明 i (X,B,y,T) 为 测度 null 系统 , 则 由 测度 null 系统 的 定义 以 及 推论 
7.1.8, 可 得 Ky = B. 因此 (X, B, u, T) 为 离散 谱系 统 ; 反之 , 如 果 (X,B,u,T) 为 离散 
谱系 统 , WK, = B. 从 而 由 推论 7.1.8 知 , 对 任意 的 A e 8 和 非 负 整数 序列 S, 有 
hi (T, {A, A°}) = 0 成立, 这 就 说 明 (X, B, u, T) 为 测度 null 系统 . 口 

由 定理 7.1.6, 我 们 也 可 以 给 出 测度 弱 混 合 的 序列 粹 刻画 . 

定理 7.1.11 可 送 保 测 系 统 (X,B, uT) 为 测度 弱 混 合 当 且 仅 当 对 X 的 每 个 
有 限 可 测 剖 分 a, 存在 非 负 整数 序列 S, 使 得 is(T,a) = Hula) 当 且 仅 当 对 X 的 非 
平凡 的 有 限 可 测 剖 分 a, 存在 非 负 整数 序列 S, 使 得 A(T, a) > 0. 

习 题 71 
L. 设 (X,B,u,T) 为 保 测 系统 ， 则 对 任意 非 负 整数 序列 SH k EN, HET) = 


kh3(T), 其 中 u” =x px +++ x p(k 次 ). 
2. 举例 说 明 存在 保 测 系统 (X, 8B, u, T), (Y, D, v, R) 以 及 非 负 整数 序列 S, 使 得 


haxv(T x R) # ha (T) + hy (R). 


3. 设 (X, B, p, T) APRA. 证 明 : 所 有 有 界 的 几乎 周期 函数 全 体形 成 了 LX, 
B, u) 的 一 个 Ur AAA RIPE EH 

4. 证 明 对 实 的 几乎 周期 函数 f 和 M > 0, f 的 截断 函数 fu 为 有 界 的 几乎 周期 函数 . 

5. 设 (X, B, u, T) 为 可 逆 保 测 系统 . 证 明 : 

(1) Ur 的 所 有 特征 函数 的 线性 组 合 全 体 的 闭 包 包含 于 He; 

(2) He 为 L?(X, B, u) 的 一 维 线性 子 空间 当 且 仅 当 系 统 (X, B, uT) 为 弱 混 合 的 . 

6. 证 明 注 记 7.1.7. 

7. 设 (X,B,u,T) 为 可 逆 保 测 系 统 以 及 a 为 X 的 有 限 可 测 剖 分 . 证 明 : 如 果 hj(T, a) > 
0, 则 对 任意 非 负 整数 序列 S, 有 AS(T, a) > 0. 提示 : 使 用 在 定理 6.4.5 证 明 中 出 现 的 断言 . 


87.2 测度 序列 焙 与 混合 性 


本 节 将 给 出 测度 弱 混合 系统 的 另外 一 些 序列 箭 刻画 , 与 此 同时 , 我 们 也 将 讨论 
测度 mild GAB Ri ERG ASEH FF Al M. 

it (X,B,T, u) 为 保 测 系统 ， 对 复 Hilbert 空间 H = L?(X,B, u), 定义 保 距 算 
F Ur: H 一 H, 使 得 对 f € H, A Ur(f) = foT; SRB (X,B,u,T) AR, Ur 
为 酉 算 子 . iF 为 一 取 定 的 非 负 整数 序列 . 由 于 Xt 为 可 分 度量 空间 , 不 难 证 明 存 在 
S = {s1 < s2<.…}C 了 ,使 得 lim (g, UF f) 对 任意 f,g € H HFE. 现 取 定 f eH, 
定义 了 :KH 一 C 为 J(9) = lim (9, Uf). 显然 ,了 为 XH 上 连续 线性 泛 函 . 由 Riesz 
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表示 定理 , 存在 S(f) e H, 使 得 J(g) = (9, S(f)) 对 任意 g e H 均 成 立 . 不 难看 出 ， 
x f >o, S(f)>0 H 人 Fe i S(F)(x)du(e). 
引 理 7.2.1 AX HVE-BRWART BaD a, 存在 递增 序列 S CS, 使 得 


hs (T,a) > > f -S(1a)log s(n) 
Aca x 

该 引 理 的 证 明 类 似 于 定理 7.1.6 的 证 明 ( 留 作 练习 ). 

下 面 的 引 理 是 推论 7.1.8 的 一 般 化 . 

引 理 7.2.2 i (X,B,u,T) 为 保 测 系统 , B EB 以 及 RAAMRE REAR 
列 . 则 {UR1g: ne R} A L?(X,B,u) 紧 子 集 当 且 仅 当 对 任意 无 限 序列 S CR, 有 
h? (T, {B, B°}) = 0. 

证 明 ”充分 性 . 完全 类 似 于 引 理 7.1.4 的 证 明 . 

必要 性 . 反 设 {UZ1s :me R) 不 为 天 (BA 的 紧 子 集 , WHE s > 0 及 无 限 
FRI F C RR, 使 得 对 a,be Fa#b, 有 4(T *BAT~°B) = ||UZ1a—UPla||12(y) > €- 
由 本 节 开 始 的 讨论 , FE S= {s1 < s2 <…:} C ,使 得 对 任意 f,g CH, 有 


lim (9, U#' f) = (g, S). (7.2.1) 
由 引 理 7.2.1, 我 们 能 找到 递增 序列 S C S, 使 得 
ns’ (T, {B, B°}) > 人 (-S(15)log S(18) - S(1ze) log S(1.p¢)) dp 


注意 到 AS (T, {B, B°}) = 0, A —S(1z)(z) log S(18)(z) = 0 X} £z € X p-ae. 成 立 . 
因此 SOB) 为 特征 函数 且 (1x, S(18)) = SB) 在 方程 (7.2.1) 中 取 f = 1p, 
g = 1x, WA lm (1x, UF1B8) = (lx,S(1B)), 进而 |18(18 川 zzoo = lell reg) 这 样 
就 得 到 lim Urls = S(18). 于 是 对 充分 大 的 > j, A AT- ”BAT 5B) < =, 这 
与 下 的 选取 矛盾 . 口 

对 一 般 的 保 测 系统 (X, B, ,了 T)( 不 一 定 可 道 ), 仍然 可 以 定义 其 Kronecker 代数 


K, = {B € B : (8% {U 1g : n € Z4} X LX, B, u) 紧 子 集 }. 
容易 看 出 , 对 于 可 逆 保 测 系统 , 该 定义 与 在 87.1 中 定义 的 Kronrcker 代数 是 一 致 的 . 
在 引 理 7.2.2 PR R = Z, A 
命题 7.2.3” 设 (X,B, u, T) 为 保 测 系统 , Ku 为 其 Kronecker KK. WW BEK, 
当 且 仅 当 对 任意 无 限 序列 S CZ, 有 AS (T,{B, B}) =0. 
使 用 引 理 7.1.3 不 难 获 得 
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命题 7.2.4 R (X,B, uT) ARARA, Ku 为 其 Kronecker 代数 ， 则 fe 
L?(X, Kuh) 当 且 仅 当 {Tf :neZ+l 为 了 (XB(X),A) 的 紧 子 集 . 

以 下 我 们 将 使 用 测度 序列 粹 对 几 类 测度 混合 系统 进行 刻画 . 回忆 一 下 , Foa = 
{S C Z4|d(S) = 1}, D 为 平移 不 变 的 滤 子 且 Fpua = {S C Z+ld(S) > 0}. 

定理 7.2.5 R (X,B,y,T) ATERN AR. 则 以 下 陈述 彼此 等 价 : 

(1) (X,B,u,T) 为 弱 混 合 的 ; 

(2) 对 任意 满足 0 < p(B) <1 的 BE BREE FE Fru, 存在 无 限 序列 SC TF， 
使 得 h3 (T, {B, B°}) > 0; 

(3) 对 X 任意 非 平凡 有 限 可 测 剖 分 a f F E Fpud, 存在 无 限 序列 SCP, 使 得 
hd (T, a) > 0. 

WEBA (1) > (3) & (X, B, u, T) 为 弱 混 合 的 , 则 Kj ={X, O}. 再 由 注 记 7.1.7, 
存在 无 限 序列 SC F, 使 得 AS (T,a)=Hy(alK,) =A, (a) > 0, 这 就 证 明了 性 质 (3). 

(3) = (2) 是 明显 地 ; 最 后 (2) > (1) 来 自 于 定理 7.1.11. o 

设 (X, B, u, T) 为 可 逆 保 测 系统 , 函数 f E LX, B, u) 称 为 刚性 函数 , 如 果 存 在 
无 限 非 负 整数 序列 F = {tn} 使 得 lim Tf = 了 在 L? 模 下 成 立 . 对 固定 的 无 
限 非 负 整数 序列 F = {tn} 易 见 , 全 体 满足 lim Tf = f AE L 模 下 成 立 的 有 
FRZ f E L?(X,B, u) ÉRT L (X, B, u) 的 一 个 Ur RRA (这 
个 代数 定义 为 DF). Dr 在 LX, B, u) 中 的 闭 包 恰 为 满足 满足 lim Tf = f E 1 
模 下 成 立 的 函数 f ELX, B, u) 全 体 (该 闭 包 定 义 为 Hp). 由 引 理 7.1.3, 存在 8 的 
T RENT o 代数 Kr 满足 Hr = LL2(X, Kr, p). 

测度 系统 (X, B, u, T) 称 为 mild 混合 的 , 如 果 它 没有 非常 值 的 刚性 函数 (该 定 
义 等 价 于 对 每 个 无 限 非 负 整数 序列 F 而 言 Kr 为 平凡 的 , 它 与 定义 2.3.8 给 出 mild 
混合 定义 相等 价 (Furstenberg-Weiss, 1978; Furstenberg, 1982)). 

EH 7.2.6 i (X, B, p, T) 为 可 逆 保 测 系 统 . 则 以 下 陈述 彼此 等 价 : 

(1) (X,B,u,T) 为 mild 混合 的 ; 

(2) HSL 0< u(B)<1 4) BEBRESIPKF, FEARAS ACE, 
使 得 S(T, {B, B°}) > 0; 

(3)  X 任意 非 平凡 有 限 剖 分 a 及 任意 IP 集 F, HAARAS] SCF, 使 得 
h$ (T, œ) > 0; 

(4) 对 任意 满足 0 < u(B)<14 BEBRERAIRR F, 存在 无 限 序 列 9 C 下， 
使 得 hs(T,{B, B°}) > 0; 

(5)  X 任意 非 平 凡 有 限 剖 分 a REBAR F, 存在 无 限 序 列 SC ,使 得 
jh2(T,a) > 0. 

证 明 (2) + (3),(4) 今 (5) 以 及 (4) = (2) 是 明显 的 . 


- 196 - 第 7 章 Pais aM 


(1) > (4) 设 (X,B,u,T) 为 mild 混合 的 . 如 果 存 在 X 的 非 平 凡 训 分 a = 
{B, B°} 及 无 限 集 F, 使 得 对 任意 无 限 序列 SC F, A hS(T,a)=0. 则 由 引 理 7.2.2， 
{U"lg: ne F} X L7(X, By) WATR. 进而 存在 非 负 整数 序列 {n < na < … 小 
使 得 lim T™ 1p = 1B 在 L R FAIZ, Bl le 为 非常 值 的 刚性 函数 , 这 与 (X, B, y,T) 
为 mild 混合 矛盾 . 

(2) => (1) 假设 对 夭 的 任意 有 限 非 平凡 前 分 w 及 了 王 集 忆 存在 无 限 序列 S C FP, 
使 得 由 (Ta) > 0. Æ (X,B, u, T) 不 是 mild 混合 的 , 则 存在 满足 0 < p(B) <1 的 
Be B RAR ERA {ni < no < … 小 使 得 jim Tmilg =1p Æ LD BPM. 
不 失 一 般 性 , W|I" 1p - Lal] < 元 对 每 个 ieN 成 立 

S F Hh n <n <--> 生成 的 全 集 . 则 {Ur1ls : nE F} X L?(X,B, u) 紧 致 
FÆ. 由 引 理 7.2.2, 对 任意 无 限 序列 SC F, hS(T,{B, B°} = 0, 与 假设 相 了 矛盾 . O 

定理 7.2.7 (X,B,u,T) ATERA AA. 则 

(1) (X,B, p, T) ABR 4B BHR F EKD, HA SCF, E44 hS (T, a) = 
H, (a) 对 任意 有 限 可 测 剖 分 a RÈ; 

(2) (X,B,p,T) 为 mild 混合 的 当 且 仅 当 对 任意 IP 集 F, FASC, 使 得 
h$ (T, a) = Hy(a) 对 任意 有 限 可 测 剖 分 a RÈ. 

证 明 作 为 习题 . 

注 记 7.2.8 ”上述 结论 (1) 是 Hulse(1982) 的 一 个 经 典 结果 , 同时 Hulse 还 获得 
了 以 下 结论 : (X,B, uT) 为 强 混合 的 当 且 仅 当 对 任意 无 限 集 FP, AA SCF, HH 
hS (T, a) = H (a) 对 任意 有 限 可 测 剖 分 a RÈ. 


习 题 7.2 


1. 证 明 引 理 7.2.1. 

2. 证 明 命题 7.2.4. 

3. 设 (X, B, u, T) 为 保 测 系统 , WEH: Kronecker 代数 Kj 为 一 个 o RAAT KC Kz, 
VASA TK, = Ky. 

4. 证 明定 理 7.2.7. 

5. 设 (X,B,u,T) 为 强 混合 系统 , 证 明 : 对 任意 无 限 集 F, 存在 S C ,使 得 hi (T, a) = 
A, (a) 对 任意 有 限 可 测 训 分 a 成 立 . 


87.3 thr Sie aE 


在 前 一 小 节 , Be (TE FAT BE A m PLZ Se, 本 节 将 对 拓扑 动 
力 系统 作 类 似 的 讨论 . 首先 介绍 拓扑 序列 焙 的 概念 . 


87.3. MENFI SIRS HE . 197 - 


对 动力 系统 (X,T), 非 负 整数 序列 S= {si < s <… 小 及 X 的 有 限 开 覆盖 U, 
we SOFT Bi ate U 沿 着 S 的 拓扑 序列 焙 为 


1 
hg (T,U) = „įm sup log xf VV r=u) i 


i=l 
系统 (X,T) 沿 着 5 AOE LH 


hip (T) = E Big he,,(T,U), 


其 中 Bal X 的 有 限 开 覆盖 . 

设 (X,T) 为 动力 系统 及 S = {s1 < s2 < …} 为 非 负 整数 序列 . 如 果 X 的 两 
个 开 覆 盖 U,V WEU > V, 则 AE (LU) > AB, (T,V). 另外 ,也 有 hip(T,T7U) < 
h&p(T,U), 且 当 了 为 满 射 时 ,hio(T,T -4) = htop(T,4). 

命题 7.3.1 设 (X,T) 为 动力 系统 . 如 果 {Un}, AX AR diam(Un) — 0 49 
FRE Fs, 则 lim htop(T, Un) = hs (T). 


ae 仅 讨论 hs,,(T) 为 有 限 数 的 情形 , 对 ip(T) = +00 的 情形 可 类 似 证 明 . 

定 e > 0, FEBS U 满足 hea, u) > Reger )—e. 如果 ô AU HJ Lebesgue 
a 则 当 diam(Zn) < ô 时 , AU, > U, 当然 更 有 AS, (T,Un) > hb, (T,U). HT n 
充分 大 时 , 有 hE, (T,Un) > h&p(T) 一 e. H e 的 任意 性 , 即 得 


,lim nhtop(T, Un = hg (T). 口 


我 们 也 可 以 通过 沿 着 序列 的 分 离 集 和 张 成 集 给 出 拓扑 序列 精 等 价 定义 

定义 7.3.2 设 (X,T) 为 具有 度量 d 的 动力 系统 , S= {s1 < sz < … 小 为 非 负 
整数 序列 . 

(1) 对 n 之 1 和 e>0, 称 有 限 集 A CX 为 一 个 (S,n,e) 分 离 集 , 如 果 对 4 中 任 
意 两 个 不 同 的 点 ry, 存在 iE {1,2,---,n} 满足 d(T%z,T%y) >e; 用 srr(S,n,e) 表 
示 (XT) 具有 最 多 元 素 个 数 的 (5S,n,e) 分 离 集 的 元 素 个 数 ; 

(2) Hn>1 fee >0, HARK ACK A-NS,n,c) MME, 如 果 对 X 的 
任意 点 r, EË y CA, 使 得 d(T 2,T%y) < e,i = 1,2,---,n; 用 spr(S,n,¢) 表示 
(XT 具有 最 少 元 素 个 数 的 (Sn, E) 张 成 集 的 元 素 个 数 . 

现在 定义 


1 
srT(9,e) = im sup log srr(S,n,€), 


1 
spr($,¢) = lim sup~ logspr (S, ne) 
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易 见 , 当 < 一 0 时 , sr7(S,e) 和 spr(S,e) 关于 e 单调 上 升 . 因此 , 极限 
srT(S,d) = lim sr7(S,e)#lspr(S, d) = lim spr (5, €) 


存在 . 
引 理 7.3.3 ”对 每 个 neN. 
(1) spyr(9,mE) <S srr(S,n,€) < spr (5S n, =); 
(2) spr(S,e) < srr(S,e) < spr(S, E), 因此 
(3) spr(S, d) = srr(S, d). 
证 明 完 全 类 似 于 引 理 5.1.17 的 证 明 . 
以 下 命题 说 明 通过 沿 着 序列 的 分 离 集 和 张 成 集 可 给 出 拓扑 序列 精 等 价 定义 ， 
命题 7.3.4 设 (XX,T) 为 动力 系统. 则 对 任意 非 负 整数 序列 S = {si < 
Pee 小 ， 有 
htop(T) = spr(S, d) = srr(S, d). 


特别 地 , spr (S,d) = srr(S,d) 不 依赖 于 相 容 度量 d 的 选取 . 
证 明 完 全 类 似 于 命题 5.1.18 的 证 明 . 
引 理 7.3.5 B (X,T) 为 动力 系统 . 则 对 任意 非 负 整数 序列 S = {si < 
< vee}, 有 
hioo TOJ = khi (Ty (7.3.1) 


证 明 (GEA k= 2 时 的 情形 , 一 般 情形 类 似 可 证 . 设 d 为 X 上 的 相 容 度 量 ， 
XxX 的 相 容 度量 取 为 


d((x,y),(2',y’)) = max{d(x, x’), d(y, y')}. 


4 EA XW (Sne) KRE, Ex EW XxX A (Sne) 张 成 集 ， 这 说 明 
SPT xT (S,n,€) < {spr (5, n,e)}?, 因此 het x T) < 2h3,(T ). 
另 一 方面 , WR E AX H (Sne) PR, MW Bx BAX x X W (S n,e) a 
离 集 . 这 说 明 srrxr(S, n, £) > {srr(S,n,¢)}*. 因此 n(x T) > 2h8, (7). 口 
注 记 7.3.6 i (X,T), (X',T’) ABA AR. Lemanczyk(1985) 指出 一 般 情 况 
下 以 下 公式 并 不 成 立 : 


hs(X x XTxT)=h(X,T)+hS(X',T). 


EH 7.3.7 i (X,T) 为 动力 系统 ,jE M(X,T). 则 对 任意 非 负 整数 序列 
S= {sı < 52 < e}, 有 hé(X,T) < hs (X, T). 


top 
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证 明 首先 , 有 

断言 设 (Y, 有 R) 为 动力 系统 ,v E€ M(Y,R), WhE(Y, R) > h3 (Y, R)—(log 2+1). 

断言 的 证 明 设 9 = {A1, Ad,---, An} 为 了 的 有 限 Borel Ha. B e > OFF). 
因 测度 v 为 正则 的 , 所 以 存在 紧 集 Bj CA; 1 <j < ,使 得 v(hj\ B) < e. 设 
a = {Bo, B1,…, Bu}, 其 中 Bo =Y\U;_, By. 现在 可 取 充 分 小 的 6, 使 得 HL(Bla)+ 
Hu(alB) < 1( 见 引 理 5.4.5). 进而 AZ (R, 6) < ho (Ra) + Hu(Bla) < hp (R, a) +1. RR 
U = {Bo U Bi, Bo U Ba, -:-, Bo U By}. At i 4:0, Bo U Bi = 了 \Uigfoa Bi 
ARR, U 为 Y 的 一 个 开 覆 盖 . 注意 到 H (Vi R a) < log N(Vi Ra) 对 每 
A n Ee N 成 立 , 这 里 ，N(ViiR “ia) RAR Vii Ro 非 空 元 素 的 个 数 , 易 见 
2"VN(ViiR *“U) > N(Viz Ra). 因此 ， 


hS (R, 8) < ho (R,a) +1 < hĝp(R,U) +log2 +1. 


进而 AS (R) > hS(R) — (log 2+ 1). 这 就 完成 了 断言 的 证 明 . 
现在 对 任意 有 EN, pF =pxprx---x w(K). HEM X HEPAT MAS a, 
容易 算得 hE, (T, axax: x a) = KAS (T, a), 因此 kag (T) < h3. (T). 进而 


khS(T) < hS (T®) < hh, (T™) +log2 +1 = khgp(T)+log2+1. (7.3.2) 


在 不 等 式 (7.3.2) 两 边 除 以 k, 再 让 k 趋 于 无 穷 可 得 hS(T) < hg, (7). 口 

注 记 7.3.8 HIARI XUT RHE ROK, 例如 , 对 任意 非 平 凡 拓 
扑 弱 混 合 的 唯一 遍历 可 逆 系 统 (X, T), 如 果 其 唯一 不 变 的 测度 几 为 集中 在 不 动 点 的 
点 测度 , 则 根据 Kushnirenko 定理 , 有 h3(T) = 0. 然而 , 由 于 (X,T) 为 弱 混 合 的 , 存 
在 非 负 整数 序列 S, 使 得 HE (T) > 0( 此 点 参见 下 面 的 定理 7.3.10). 在 此 需要 指出 
的 是 , 不 难 构造 一 个 两 符号 的 子 转移 (X,a), CRIES Hi AT 
AR, 且 其 唯一 不 变 的 测度 u 为 集中 在 不 动 点 的 点 测度 . 

以 下 给 出 几 类 拓扑 混合 系统 的 序列 粹 刻画 . 动力 系统 (X,T) 的 开 覆 盖 U 称 为 
非 平凡 的 , 如 果 它 的 每 个 元 素 在 X 中 非 稠密 . 特别 地 , 把 由 两 个 元 素 构成 的 非 平 几 
FE BA AMEE. 动力 系统 (X,T) 的 开 覆 盖 U = {Viher 称 为 不 可 约 的 , 如 果 
对 每 个 ie I 有 int(Ui\ Ujer jus Ui) #2. 

定理 7.3.9 i (X,T) 为 动力 系统 . 则 以 下 等 价 : 

(1) (X,T) 为 mild 混合 的 ; 

(2) 对 每 个 标准 徐 盖 UM RIP RP, 存在 无 限 序列 SCF, RA AZ (L,Y) > 0; 

(3) 对 每 个 非 平 凡 的 有 限 开 改 盖 U 及 IP 集 F, 存在 无 限 序列 SCF, 使 得 
ho,,(T.U) > 0: 

(4) 对 每 个 不 可 约 的 开 和 覆盖 WU RIP K F, HAAS CF, RAFAEL (TU) = 
log N (U). 
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证 明 (4) = (2) 和 (3) = (2) 是 明显 的 . 

(2) > (1) 假设 对 每 个 标准 覆盖 U 及 IP R F, 存在 无 限 序列 9 C OF, 使 得 
hZp(T,U) > 0. 如 果 (X,T) 不 是 mild 混合 的 , 则 由 定理 1.4.11 知 , 存在 X 的 非 空 
HFR U1,U2 M IP R F, 使 得 


N(UI,UI NN(U, U2) N (F — F) = 


由 于 0e (F -— F), WA UNU = 2. Ẹ z; € U; K zi HAWMV, c Ui, 其 
H i= 1,2. XH, V = {VE Ve} AX 的 标准 覆盖 . 由 于 对 任意 n e (F - F), 有 
U,NT-"U, = Ø X U NTU: = S RX, 于 是 , 存在 序列 {(Wahnecr_r), 使 得 
Vi CT Wn 对 每 个 ne (F — F) 成 立 , 其 中 = Vr BK Vr. 

现在 , 由 假设 , 存在 无 限 非 负 整数 序列 S= {ti < t。<…} CF 满足 


hS (T, V) >0. (7.3.3) 


对 每 个 ze X 和 ne N, 可 以 考虑 第 一 个 使 得 Ttz e 页 的 ie {1,2,…,n}( 如 果 这 
样 的 i 存在 的 话 ). 容易 验证 Va = VL THV 有 一 个 由 如 下 子 集 构成 的 子 覆 盖 ; 


人 


WRN, TEVE. 这 说 明 对 所 有 n EN, 有 H(Va) < nt 1. 进而 AZ (TV) = 0, 与 
A (7.3.3) FAA IE. 

(1) = (4) + (8) Bit (X,T) 为 mild 混合 的 . 对 任意 ! 个 非 空 开 集 UL, U2,… ,六 
Ail IP 48 F = FS({pi}?21), 有 

断言 KEM EN. WHER NECN, FECL H={M<th<tR<tR<---<t}c 
F, 使 得 i. T Usa 天台 对 任意 se {1,2,…,l}” 成 立 . 

言 的 证 明 首先 对 n = 1, 断言 明显 成 立 ， 假设 对 n= k, 断言 成 立 . 下 设 

n=k+1. 由 于 对 n = 时 断言 成 立 , 所 以 存在 Ck = {M < t < th < th < 
th} CF, 使 得 对 任意 s < (1,2,---", AML T U #2. 

取 mx EN 充分 大 , 使 Ch C FS({pi} A *). 设 Fm = FSP} em, 41) 注意 到 


| N NN (Mr Us), U. Nt (Fm, — Fma) 
s€{1,2,---,1}* J51 i=1 
为 无 限 集 , 于 是 存在 ai, az E€ Fm, 使 得 

(ai 一 a2) € N N N (nr T- U Usi)» oj Ha; — az > i 


s€E{1,2,.…,L}* j=1 i=1 
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Bett? = tk + azi = 1,2,---,k M tht} = a. W Ce = {M < tft? < thn 
< :< tht} CF, 且 对 任意 se {1,2,---,0}* Mj =1,2,--,1 ANE, THU 
T-(-o%)U; 4 o 成 立 , 即 对 任意 re {1,2 DET, ANE THU +. B 
断言 对 十 1 也 成 立 . 由 归纳 法 , 断言 得 证 . 

把 具有 上 述 断 言 特性 的 有 限 集 Cn 称 为 相对 于 U, U2, U 的 完全 混乱 集 . 以 
下 证 明 (4). 对 X 的 每 个 不 可 约 的 开 和 覆盖 WU= (U1, U2,---,Ui} RIP BF, RW; = 
int(U; \ Uja: Uj) i = 1,2,---,1, W {Wi} 为 互 不 相交 的 开 集 . 由 以 上 断言 , 存在 到 的 
相对 于 Wi, W2,…, Wi 的 完全 混乱 的 有 限 子 集 序列 Sn 满足 max Sn, < min Sn,,， 
WR |Sn,\(= ni) = (i 二 +1)! 一 让 其 中 i=1,2,…. 

取 S =U, Sn C F, Im = Uia Sri! 则 


beN( V r-u) wen( VV r-u) 


y . Sn 
hg (TU lim inf 一 二 ”一 一 > lim ifs 
> ni > ni 
Se tahoe E E oe lop NCO 
Mm—CO 


71 一 OO 
2 ni dom 
i=1 i=1 


这 就 证 明了 (4). 

最 后 , 对 X 的 非 平凡 的 开 覆 盖 V = {V Ve} M IP R F, Șt z E intVs, j = 
1,2,---,k. & {yi1,y2,… y} = {21,22 ,Xk} 满足 : 当 1 < s<t<1 时 ,ys Au. 
由 于 Nfa inte = G, 知 1 > 2. 进而 可 以 取 yi,i = 1,2,…,l 的 互 不 相交 的 闭 邻 域 
Wi, 使 得 WU = {WE,WS,---, Wo} 为 比 粗 的 开 和 覆盖 . 令 P = {Wi,W2,…, Wi). È 
意 到 

(一 11 ( VV Tu) > fa :AEe()TIPHA# abl 
jEE jEE 
HP ECZ, 为 有 限 集 . 完全 类 似 于 (4) 的 证 明 , 能 够 找到 无 限 序 列 5 = UZ Sn, S 
和 Tm = Uii Sn 使 得 


oeN( V Tu) oeN( V r~u) 


jET'm JESnm 


m 
dn dn 
i=1 


he.,(T,U) > lim inf 
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1 
(一 1)nm 


4 一 1 


因此 hebp(T,y) > htop(T,U) > 0, 这 就 证 明了 (3). O 

借鉴 定理 7.3.9 的 证 明 , RAIRE A PT SSI A SEY E AA m. 

定理 7.3.10 it (X,T) 为 动力 系统 . 则 以 下 等 价 : 

(1) (X,T) 为 弱 混 会 的 ; 

(2) 对 每 个 标准 覆盖 U, 存在 无 限 序列 SCZ, 使 得 hs,(T,MU) > 0; 

(3) 对 每 个 非 平凡 的 有 限 开 禾 盖 U, 存在 无 限 序列 5S CZ, 使 得 h3,(T,U) > 0; 

(4) 对 每 个 不 可 约 的 开 和 覆盖 U, HAARAS] S C Z4, 使 得 MET.) = 
log N(U). 

BUR WTC TRIE AES POA. 借鉴 定理 7.3.9 的 证 明 , 有 

定理 7.3.11 设 (X,T) 为 强 混合 系统 . 则 以 下 性 质 成 立 : 

(1) 对 X 的 每 个 非 平凡 的 有 限 开 徐 盖 U 及 无 限 非 负 整数 序列 F, 存在 无 限 序 
列 S C F, #4 he,(T,U) > 0; 

(2) 对 X 的 每 个 不 可 约 的 开 履 盖 U 及 无 限 非 负 整 数 序列 F, 存在 无 限 序列 
SCF, 使 得 hs,(T,U) = log NY). 

注 记 7.3.12 上 述 性 质 (1) 十 (2) 并 不 能 推出 强 混合 性 . 反例 如 下 : 称 动力 系统 
(X,T) 具有 性 质 P, 如 果 对 X 的 任意 有 限 个 非 空 开 集 UVi,U2,…,Un, FR NEN, 
使 得 对 每 个 之 2 Fe s = (s(1), 5(2),---,8(k)) € {1,2,---,n}*, 能 找到 ZE X, 使 
得 ze 站 io TU ay). 不 难 验 证 , 具有 性 质 P 系统 具有 上 述 性 质 (1) + (2)( 作 为 练 
习 ). 在 文献 (Blanchard, 1992) 中 的 例 5, Blanchard 构造 了 有 限 符号 A 上 的 子 转 移 
(X,c), 使 得 (X, o) 具有 性 质 P(Blanchard, 1992 的 命题 4 说 明了 这 一 点 ), 但 (X,o) 
不 为 强 混合 系统 . 

习 题 7.3 


1. 举例 说 明 公式 AS(X x X’,T x T’) = hs(X,T) 十 hs(X’,T') 并 不 成 立 . 


87.4 JF Sl He XT . 203 . 


2. 举例 说 明 存 在 非 平凡 拓扑 弱 混 合 的 唯一 遍历 可 首 系 统 (X, T) 其 唯一 不 变 的 测度 u 
为 集中 在 不 动 点 的 点 测度 . 

3. 证 明和 定理 7.3.10 和 7.3.11. 

4. 证 明 每 个 性 质 P 的 系统 具有 定理 7.3.11 的 性 质 (1) + (2). 

5. 设 (X,T) 为 拓扑 K 系统 . 证 明 : 对 X 的 每 个 非 平 几 的 有 限 开 和 覆盖 U 及 无 限 非 负 整 
数 序列 S, 有 hop(T,U) > 0. 提示 : 使 用 习题 7.1.7. 


87.4 Fe Pl A XT 


Axa E TOE Fea PL PE HG) ABR SS A HE Eb Pe PT A EP. 随后 , 使 
用 Kronecker {RAAN BE FFI ETA M, BETTE PRT RR. 
需要 指出 的 是 , ATARI EA EE FRET RTT RA 
方法 和 技巧 . (AA PAN AE oD , 在 结论 上 并 不 完全 一 致 . 

定义 7.4.1 设 (X,T) 为 动力 系统 . 

(1) 设 (21,22) EX x X\ Ax. 如 果 对 任意 相对 于 {11,12} THORS U, 
存在 非 负 整数 序列 S, 使 得 AZ (T, U) > 0, RAR (21, 22) APRS: 

(2) 如 果 每 对 点 (21,22) E X x X\ Ax ARAB, 则 称 (X,T) 为 一 致 正 序列 
WRK; 

(3) 如 果 对 任意 非 负 整数 序列 5, AZ (T) = 0, MAR (X, T) 为 null RH. 

注 记 7.4.2 AU(X,T) A-R EAIA g ia X 任意 的 标准 禾 盖 
U, 存在 非 负 整数 序列 S, 使 得 NB (T,U) > 0. 进而 由 定理 7.3.10 知 , (X,T) ABR 
合 系 统 当 且 仅 当 (X,T) AKERS. l 

用 SE(X,T) 表示 (X, T) SHRP SIT, 再 用 SE (X, T) 表示 SE(X,T) 的 
闭 包 . 显然 E(X, T) C SE(X,T). FEIR ERA RRRA ILAE RR E. 

命题 7.4.3” 设 (X,T) 为 动力 系统 . 

(1) 4oRGA X OARS U=U1, U} 满足 对 某 非 负 整 数 序列 95, 有 BTU) > 
0, 则 存在 点 Ci € US i= 1,2, 使 得 (21,22) ARAVA; 

(2) 如 果 存 在 非 负 整数 序列 S, 使 得 AB (T) > 0, 则 SE(X,T) AX xX FS 
4% TxT RRAFSK; 

(3) Haw: (Y, R) > (X,T) 为 因子 映射 ， 

(i) 如 果 (£1, 22) E€ SE(X,T), MHA (y1, y2) € SE(Y, S) 满足 a(ys) = 24,0 = 
1, 2; 
(ii) 如 果 (y1,y2) € SE(Y,S) Hr(yi) #7(y2), W (ry1), 7(y2)) E SE(X,T); 

(4) 假设 W 为 (X,T) 的 全 不 变 闭 子 集 . 如 果 (21,22) A (WT lw) HPV, 

则 它 也 为 (X,T) 的 序列 精 对 . 
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由 上 述 命题 知 , 系统 (X,T) 为 null 系统 当 且 仅 当 SE(X,T) = 2; (X,T) 为 弱 
混合 系统 当 且 仅 当 SE(X,T) =X x X \ Ax. EEH 6.2.7 F, 我 们 已 经 说 明 每 个 动 
力 系统 存在 拓扑 Pinsker 因子 , RAKSHA. 在 此 类 似 地 有 

定理 7.4.4 MAAK (XT) 而 言 , 包含 SE(X,T) HR ws TXT A 
变 等 价 关 系 诱导 了 它 的 最 大 的 null AF. 

容易 证 明 , 任何 等 度 连续 系统 必 为 null 系统 (参见 命题 8.1.8). 但 是 反之 并 不 成 
Z, 以 下 例子 说 明了 这 一 点 . 

例 7.4.5 BaF (0,1) 中 的 一 个 无 理 数 . 取 


Ag {em 0<0< 5h, a= fem: <0<i} 以 及 


x = {se (0,1): M An, Ho), 


N X 为 {0,1}2 的 闭 子 集 且 o(XX) =X, KAP o A {0,1} 上 的 转移 映射 , 即 (ac(z))n = 
nyi, 当 x E X. FHS (X,a) 为 非 等 度 连续 的 极 小 null 系统 . 

证 明 设 T 为 复 平 面 上 的 单位 圆周 , Ro 为 了 上 满足 Ra(z) = ez 的 无 理 
旋转 . 则 (T, Ra) 为 极 小 等 度 连续 系统 . 不 难看 出 对 每 个 € X, NL o de, 为 独 点 
集 . 因此 , 可 以 定义 因子 映射 r: (X,0) 一 (T, Ra), 使 得 r(z) E NZ n An, 对 每 个 
Xx EX 成 立 . 

Moe X 和 任意 X 的 非 空 矩形 集 U, 存在 i <j eZ 和 we {1,277 1E 
{$ U = {y €X 针 :…Yy; = u}. AF (T, Ra) 为 极 小 系统 ; int(r(U)) # 8 以 及 
N(z,0) D N(z(x), int(z(U))), 所 以 N(x,U) 为 syndetic 集 . 这 说 明 (X, 0) 为 极 小 
系统 . 

由 于 存在 正常 数 C > 0, 使 得 sup, czd(o"z,0"y) > C MBM ec Aye X M 
Z, 系统 (X,o) 不 是 等 度 连续 系统 ， 最 后 , 我 们 说 明 (X,o) 为 null AA. KRU = 
{[0], [1]}, HER [i] = {z € X : zo = i} i = 0,1. 对 任意 非 负 整数 序列 S, 不 难说 
H N(Vi TU) = 2n 对 所 有 n eN 成 立 ， 因 此 hpl U) = Jim sup logN 
(Vi OU) = 0. 进而 对 每 个 me N, @ ASL (T, V-m U) < 2mh plo, U) =0 
成 立 . 因 diam(\V™_,, o~) N 0, 由 命题 知 HS, (0) = 0. 再 由 S 的 任意 性 知 (X, 0) 
为 null 系统 . 

我 们 进一步 分 析 (X, 0) 的 结构 . 对 于 zE T\ (orb(1, Ra) Vorb(—1, Ra)), 7-1(z) 
是 独 点 集 ; 对 于 z € orb(1, Ra) U orb(—1, Ra), Cardr-!L(z) =2. 设 X={zeEexX: 
Cardn7*n(x) = 1}, 则 X \ Xo 为 可 数 集 . 进而 Xo 为 和 稠密 的 Gs R, 这 说 明 (X,o) 
为 极 小 等 度 连续 系统 (T, Ra) 的 几乎 一 对 一 的 扩充 . 口 

VA Be SATE BE FY. 在 这 一 过 程 中 , 许多 地 方 的 结果 和 证 明 类 似 于 
i BE AT BY FB AY ASR AE. NEE BE Te EE TEA Pinsker 
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5 代数 , 而 对 于 测度 序列 焙 对 的 讨论 我 们 使 用 Kronecker o 代数 . 设 (X,T) 为 动力 系 
统 , Bx 为 空间 X 的 Borel o 代数 以 及 we M(X,T). 现在 定义 X” 上 的 测度 xn (Ah)， 
使 得 


xn As) = 上 1?_,E(1a,|K,)du 


对 任意 Ai E€ Kupi =1,2,---,n 成 立 , 其 中 Kj 为 (X,Bx,4,T) 的 Kronecker o 代数 . 
当 n =2 时 , 将 xz(p) 简 记 为 x(u). 

ENM 7.4.6 R (X,T) 为 动力 系统 , E M(X,T) 以 及 (21,02) E XXX 
\Ax. 如 果 对 任意 相对 于 {01,00} 可 允许 的 可 测 剖 分 a 存在 非 负 整数 序列 5, 使 得 
h p(T, a) > 0, MAR (01,22) 为 相对 于 测度 / 的 序列 炉 对 (或 简称 4 ARS). 

用 SE,(X,T) 表示 u FIARE. 以 下 研究 SE,(X,T) 的 结构 , 引 理 7.4.7 
和 定理 7.4.9 的 证 明 完 全 类 似 于 第 6 章 中 相应 结论 的 证 明 . 

引 理 7.4.7 i (X,T) 为 动力 系统 , wpe M(X,T). 如 果 U = {U1,U2,…, Un} 
(n>2)AX HT MAS, MM xnu) (EUS) > 0 当 且 仅 当 对 任意 有 限 的 (或 个 
集 组 成 的 ) HEU 细 的 可 测 剖 分 Qa, 存在 非 负 整数 序列 S, 使 得 HE(T, a) > 0. 

注 记 7.4.8 4X ATASA a = {4 Ao,---, An}, FP n> 2. 14] 7.4.7, 
不 难看 出 , Xn(u) (II, AS) > 0 当 且 仅 当 存在 非 负 整数 序列 S, 使 得 HET, a) > 0. 
特别 地 , 对 a = {A, A}, x(u)(A x AS) > 0 当 且 仅 当 存在 非 负 整数 序列 S, 使 得 
12(Ta) > 0. 

现在 给 出 SE,(X,T) 的 刻画 . 

定理 7.4.9 i (X,T) 为 动力 系统 , uE M(X,T). Rl SE,(X,T) = supp(x(4)) 
\ Ax. 

定义 7.4.10 8 (X,T) 为 动力 系统 , we M(X,T) 以 及 3 为 非 负 整 数 序列 . 对 
X TAA ŽU = {U1,U2,…,Un}, 定义 覆盖 WU 沿 着 9 相对 于 / 的 序列 如 下 : 

hy (TU) = geoyu hy (7). 

LA Pet veil REFIR Sh A A, AIS i Ae m 
APA oh ES ER. 

定理 7.4.11 R(X, T) 为 可 逆 动 力 系统 , pE M(X, T) 以 及 WU ={ U2,---, Un} 
AX 的 开 和 覆盖 . 如 果 xn) US) > 0, 则 存在 非 负 整 数 序列 3 = {0 < ti < 
to < … 小 使 得 


h? p(T,U) > 0 并 HhS(T,U) > 0. 
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证 明 因 OUA = 人 Ñ Euu > 0, 存在 M eN, 使 得 
u(Du) > 0, 其 中 


Dys {re X: = E(1lue|K,,)(x) > at: 
对 任意 s = (s(1), 8(2),---,8(n)) € {0,1}", HAs = N Uilli), 其 中 U:(0) = 
U;, U;(1) = UF, 然后 令 a= {As : 3 €E {0， 1]} 


iy, CK, 为 递增 的 有 限 o 代数 且 满 足 Via yj = Ku. 由 Martingale 收敛 定 

HE lim E(lvs|y) = E(lvs|Kw) 在 wae. A L (u) 模 的 意义 下 同时 成 立 . 因此 不 难 

看 出 , FERA j EN, 使 得 
(1) MRR Dm = rex: min | E(lu ly; )(z) > xt 则 (Da) > 从 m), 
(2) Hy(aly;) < AylalKy) + A CD log (一 1 


为 方便 起 见 , S 7 = y, 类 似 于 在 定理 6.4.5 证 明 中 出 现 的 断言 , 我 们 有 以 下 断 
: 对 每 个 比 BRS 6, 以 下 不 等 式 成 立 


Hilt 


H D 
„lal Vy) < Hy(aly) - wD) iog (- n -) 
W e= Dm) DM igg (= 


一 ) > 0. 从 定理 7.1.6 知 , 存在 无 限 非 负 整数 序列 5 = {0 < 
ty < tg <. 小 ， 使 得 h3(7, a) = H,,(a|K,). 
设 neN,8ePx WE Bx Vi_, TU. AT%B,ie {1 
H, (6 


’ --,n} JU 的 加 细 ， 有 
Tt 
Cama 


=H, (ev V pial V peta) 
i=1 i=1 
—H, (\ V T-tiglB V V pie) 


=1 


‘al yrn) - 》 HH, (a|T*8 V 7) 


(V i=1 i=1 
TINGS — ty) -n 
( (vr) 


H, (aly) — €) 
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因此 


1 
lim sup— inf H 
EEA Pa BEPx:BX\V%_, T-tild nu(B) 


; 1 Baath 
> Jim sup Ha ( Vr a) = H,( 
> hS(T, a) — hS(T, 7) — Hy(alK,) + 5 
E 
=5 ( 因 及 (人 Ta) = H,(olKy) 和 hi(T,) = 0). (7.4.1) 


n 


V TY) -n(HulalKu) $) } 


i=1 


现在 由 不 等 式 (7.4.1) 即 得 hS(T,U) > 0. 最 后 我 们 说 明 hS (T, U) > 0. 对 每 个 
n € N, 取 有 限 可 测 剖 分 B = VZ, TEU RE log N (Vi, T™U) > Hy (Bn). BR, 


heap (T, U) = Jim, sup DENEN EA 
> lim sup = Hy (Bn) > 0 (由 不 等 式 (7.4.1)). m 

注 记 7.4.12 在 本 定理 中 , 我 们 要 求 系统 是 可 逆 的 , 我 们 不 知道 可 北 性 条 件 是 
否 可 以 去 掉 . 

有 了 以 上 准备 , 现在 我 们 能 够 证 明 : 

定理 7.4.13 hk (X,T) ATAI kže p E€ M(X,T). 则 SE,(X,T) € 
SE(X,T). 

WEAR i8 (21,22) € SE,(X,T) MU AX 的 相对 于 (zi1,7x2) 可 允许 的 开 和 覆盖 . 
易 见 , ERE U 细 的 有 限 可 测 痢 分 a 为 相对 于 (11,22) 可 允许 的 剖 分 , 进而 从 测度 
序列 炉 对 的 定义 我 们 知 , 存在 非 负 整数 序列 S, 使 得 由 (T,a) > 0. 再 由 引 理 7.4.7 和 
定理 7.4.11, 存在 非 负 整 数 序列 S, 使 得 h&p(T,U) > 0. 因此 (21,22) € SE(X,T), 
这 就 完成 了 定理 的 证 明 . 加 

注 记 7.4.14 ”任何 拓扑 弱 混 合 的 以 一 个 集中 在 一 个 不 动 点 上 的 点 测度 为 唯一 
不 变 测 度 的 系统 (X,T) 满足 SE(X,T) = X x X \ Ax, SE,(X,T) = Ø. 这 说 明 我 
们 不 是 总 能 找到 不 变 测度 u, 使 得 SE,(X,T) = SE(X,T), 这 一 点 与 灶 对 是 完全 不 
同 的 . 产生 这 一 现象 的 主要 原因 在 于 对 序列 简 而 言 没有 类 似 于 粒 的 变 分 原理 . 

为 将 上 述 结论 推广 到 不 可 逆 系 统 , 需要 证 明 测 度 序列 炉 对 具有 提升 性 质 . 

定理 7.4.15 Bm: (X,T)(Y,S) 为 动力 系统 间 的 因子 映射 , we M(X,T) 
UuRv=r(p). 则 

(1) 对 每 个 (21,22) € SE,(X,T), E a(t) = yi, i E {1,2}. 如 果 yı F yo, 那么 
(yi, Y2) E SEL(Y, S); 

(2) 对 每 个 (y1, y2) E SE (Y, S), 存在 (21,22) € SE (X, T) 满足 T(zi) = yi, i€ 
{1,2}. 


CA ool oa M OR 


证 明 ”由 定义 (1) 是 明显 成 立 的 . 

(2) 8 Z = T(K), WA Z = riBr)nk 8 (yi, y2) € SEVY,S). 取 
yi,i € {1,2} 的 任意 闭 邻 域 Vi, 14$ Vi N V = Ø, M) xv) x V2) > 0. KRU = 
Tri(V) i =1,2. 有 

断言 x(u)(Ui x U2) > 0. 

断言 的 证 明 RIL x(u)(Ui1 x Uz) = 0. RU = {Uf, Uz}. A UNU: = Ø, HA U 
为 的 开 覆 盖 . 由 引 理 7.4.7, 存在 X 的 可 测 剖 分 a = {41, Ao}, 使 得 A C US, 并 且 
he (T, a) =0 对 所 有 非 负 整数 序列 S RA. 由 命题 7.2.3, 对 ie {1,2}, 有 4A € Kp. 

命题 7.2.4 告诉 我 们 : f e P(X, Kym) 当 且 仅 当 {Tf : n € Z4} 为 L(x, 
Bx, vu) WATS. tf e LX, Kuu), W {Tf ne Zi} X LX, Bx, u) 的 紧 
FR. 由 于 对 任意 g € L7(X,Bx,y), 有 Ellr (By )lpaxy) < lolle 所 
以 {T"E(jIr-LBr)) :ne Z} 也 为 紧 子 集 . Mm Elfin (By)) € LX, Ku, n), BP 
E(Hlr-I(By)) € L?(X, Z, u). 特别 地 ，B; = {E(14,|771(By)) > 0} € Z, 进而 存在 
Ci € Ku, 使 得 Bi = Xi(Oi),i = 

由 于 E(l4|r 1(By)) < E(lvslr-!1(By)) = luc, 有 Bi C US URC; C VE. È 


意 到 Dea Ir-1(By)) = 1, 那么 Bı U B2 = X, 从 而 C1 UC = Y. W Di = Cn 


Cs \ Cr, 则 D: € Ku, +=1,2 H Q= {D1, Do} AW {VE Vo} AA BM AS. 
oe 7.2.3 知 , 对 每 个 非 负 整数 序列 S, hS(T,Q) = 0 成 立 . 进而 由 引 理 7.4.7 知 
x(v)(Vi x V2) = 0, 这 与 x(v)(Vi x V2) > 0 矛盾 . 这 就 完成 了 断言 的 证 明 . 

从 断言 知 supp(x(p))( xUo) 关 2. 由 ,i=1,2 的 任意 性 , 推 得 supp(x(W))n 
(mi (y) x z+(yz)) Æ Ø, BIFFE (21, 22) € SE,(X,T) 满足 "(zi) = yi = 1,2. O 

在 本 节 最 后 , 有 

定理 7.4.16 8 (X,T) 为 动力 系统 , we M(X,T). A SE,(X,T) C SE(X,T). 

WBA OX, = supp(y). 则 TIx, : Xp > Xp 为 满 射 Bm : (Xp Tla) > 
(XsTIx,) X (X,T) MARTH Kae M(X,,T|x,) 满足 me = mp 从 定 
E 7.4.15 和 定理 7.4.13 知 SE,(X,T|x,) = m x m(SEu(Xz,T|x,)) \ Ax, E 
m x ™(SE(Xu,T|x,)) \ Ax.. 再 从 命题 7.4.3 9 m x m(SE(X|,,T|x,)) \ Ox, = 
SE(X,, Tx,). 这 就 说 明 SE (Xa T|x,) S SE(X,, TIx,). 注意 到 SE,(X,T) 
SE,(X,, TIx,) 以 及 SE(X,, TIx,) E SE(X, T), 定理 得 证 . 


习 题 7.4 


1. R(X,T) 为 可 道 动力 系统 , we M(X,T). 证 明 : 如 果 存 在 非 负 整数 序列 S MART 
WPA a, 使 得 AZ (T,a) > 0 则 SE,(X,T) # Ø. 进而 SE,(X,T) =o 4AM (X, p, T) 
具有 离散 谱 . 


O I 
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2. 设 (X, 了 ) 为 可 逆 的 动力 系统 , > 


SEm(X,T)= |] SE,(X,T)\ Ax. 
LEM(X,T) 

证 明 : 存在 了 不 变 的 测度 v, 使 得 SE,(X,T) = SEm(X,T). 进而 SEm(X,T) = Xx X\Ax 
当 且 仅 当 存在 v © M(X,T), 使 得 SEL(X,T) =X x X \ Ax. 

3. 设 (X,T) 为 动力 系统 . WRIA u E M(X, T) 和 非 负 整数 序列 S, 均 有 hi(T) = 0, 
那么 称 (X,T) 为 M-null 系统 . 证 明 : 

(1) (X,T) 为 M-null 系统 当 目 仅 当 SEm(X,T) = 2; 

(2) 每 个 动力 系统 存在 最 大 M-null 因子 . 

4. 举例 说 明 存在 系统 (X,T) 满足 SEu(X,T) =Ø E SE(X,T) =X x X\ Ax. 


87.5 拓扑 null 系统 


在 87.1 我 们 已 经 看 到 ， 一 个 保 测 系统 为 null 系统 当 且 仅 当 它 具有 离散 谱 . 
Halmos-von Neumann 定理 (Halmos-Neumann, 1942) 告诉 我 们 ， 具 有 离散 谱 的 遍 
历 系统 同 构 于 紧 致 Abel 群 上 的 遍历 旋转 . 因此 , 遍历 的 null 系统 相当 于 紧 致 Abel 
群 上 的 旋转 , 在 拓扑 动力 系统 中 , 我 们 说 一 个 动力 系统 (X,T) 具有 离散 谱 , WR T 
的 连续 特征 函数 的 线性 组 合 在 C(X;C) 中 稠密 , 其 中 C(X;C) 是 由 所 有 X 上 连续 
复 值 函数 在 最 大 模范 数 下 构成 的 Banach 空间 .Halmos-von Neumann 定理 告诉 我 
们 : (1) 传递 的 具有 离散 谱 的 动力 系统 拓扑 共 恩 于 紧 致 度量 群 上 的 极 小 旋转 ( 即 极 
小 的 等 度 连续 系统 ); (2) 两 个 传递 的 具有 离散 谱系 统 拓 扑 共 轿 当 且 仅 当 它 们 具有 相 
同 的 特征 值 集合 . 在 遍历 理论 中 , null 系统 与 具有 离散 谱系 统 是 相 一 致 的 , 然而 , 在 
拓扑 动力 系统 中 , null 系统 和 具有 离散 谱 的 系统 是 两 类 不 同 的 系统 ( 例 7.4.5 已 经 说 
明了 这 一 点 ). 传递 的 离散 谱系 统 的 结构 我 们 已 经 十 分 清楚 了 , 刻画 拓扑 null 系统 
大 致 结构 将 是 本 节 和 下 一 节 的 一 项 主要 任务 . 

在 本 节 , 我 们 将 给 出 非 极 小 的 传递 系统 成 为 null 系统 的 一 些 必 要 条 件 ， 设 
(X,T), (X',T’) 为 动力 系统 . 虽然 Lemanczyk(1985) 指出 一 般 情 况 下 公式 


hs(X x X',T x T) = hS(X,T) +hS(X',T') 


并 不 成 立 , 但 此 时 仍然 有 

命题 7.5.1 动力 系统 的 null 性 质 对 因子 映射 、 子 系统 、 可 数 乘 积 以 及 北极 限 
保持 . 特别 地 , 一 个 了 为 满 射 的 动力 系统 (XT) 为 null 系统 当 且 仅 当 它 的 自然 扩充 
为 null 系统 . 

证 明 ”这 是 命题 7.4.3 的 简单 应 用 . 口 
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由 于 一 个 系统 为 null AZ4 AMY CRAIN, 所 以 我 们 要 想 分 析 null A 
统 的 结构 , 首先 必须 清楚 一 个 点 对 在 什么 时 候 能 成 为 序列 粹 对 . 一 般 来 说 , 要 想 直接 
说 明 一 个 点 对 (z,y) 是 序列 粹 对 是 十 分 困难 的 事情 , 但 要 验证 (z,y) 是 否 为 弱 混合 
对 相对 的 要 容易 得 多 . 我 们 主要 的 想法 是 首先 确定 弱 混 合 对 在 那些 条 件 下 能 成 为 
FRIST, 再 以 此 为 出 发 点 给 出 传递 null 系统 的 大 致 结构 . 

在 此 回顾 一 下 弱 混 合 对 的 定义 : 设 (X,T) 为 动力 系统 , (11,12) € X x X \ Ax. 
如 果 对 zi,i = 12 的 任意 非 空 开 邻 域 不, 有 N (Ui, ULON (U1, U2) £ Ø, WRK (£1, v2) 
为 弱 混 合 对 . 用 WM(X,T) 表示 (XT) 的 全 体 弱 混 合 对 . 以 下 命题 说 明了 序列 焙 对 
与 弱 混 合 对 有 着 密切 的 关系 . 

命题 7.5.2 R (X,T) 为 动力 系统 . 则 SE(X,T) C WM(X,T). 

证 明 假设 ri A zo H (zi1,7x2) € WM(X, T). 那么 存在 zxi,i = 1,2 MRK Uf, 
使 得 N(U!, U!) PN LU) = Ø. BH rii = 1,2 的 闭 邻 域 U, 143 U; C Uji = 
1,2 且 UinNU = 0. 显然 N(UVi,U0)nN(Vi,UV2) = Ø. 从 而 对 任意 n € Zi, 有 
U, NTU, = Ø KULANT- U2 = Ø. HTM, 对 每 个 me Za, 可 以 取 W, = US US, 
使 得 Ui Cc TWh. 

& U = {UF, US}. X} n € N 以 及 任意 非 负 整数 序列 S=1{0< si<s2<…}, 对 
每 个 ce X, 考虑 最 小 的 ie {1,2,---,n}, 使 得 Te € Ui( 如 果 存 在 如 此 的 i 的话). 
因此 , 覆盖 Vi TU 有 一 个 由 如 下 集合 组 成 的 子 覆 盖 : 


TUENA. ATUT NAT Wo NATT Wee NN Tn We, ss,) 
2=1,2,---,n,n+1. 


这 样 , 对 所 有 n EN, N(Vi TU) < n+l, 进而 hE, (TU) = 0. 这 说 明 (21,22) ¢ 
SE(X,T), 由 此 证 明了 SE(X,T) C WM(X,T). 口 

注 记 7.5.3 ”即便 对 极 小 系统 , SE(X,T) 也 可 能 为 WM(X,T) 的 真子 集 . 如 我 
们 在 例 7.4.5 中 构造 了 一 个 极 小 的 非 等 度 连续 的 null Pik AR (X,a), 这 个 系统 满 
R SE(X,T) = Ø 12 WM(X,T) 4 O(K ILR Æ 3.5.15). 

Ay T 23th SHIR BT MA PET EE ARE, 我 们 还 需要 如 下 的 命题 : 

GH 7.5.4 Bh (X,T) HAN AH, (21,22) E€ X x X \ Ax. 如 果 对 2;,1=1,2 
的 任意 邻 域 Ui, 存在 非 负 整数 序列 S= {0t < to < h, 使 得 对 任意 neEN 和 
s = (s(1),---, s(n)) € {1,2}", 有 Ny TU FS, MI (21,22) € SE(X,T). 

证 明 iU: A rii = 1,2 MARA UNU: = .由 题 设 知 , 存在 序列 0 < 
ty <ta <t3<…, 使 得 对 任意 n> 0, se {1,2}", 我们 能 找到 zs。 € Ni- TU. 

w S = {0 < th < te < ts < ---}, Xn = {rs : s E€ {1,2}”}. 
注意 到 对 每 个 sS €E {1, 2 有 [Ni TU ka N X,| = 1. 结合 这 一 事实 和 
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Xn] = 2", T N(Vi TU) = 2", 其 中 = {Uf, US}. 因此 jp(TU) = 
im sup- H (Vi TU) = log 2, 进而 (z1, £2) € SE(X,T). E 

现在 我 们 先 给 出 弱 混合 对 成 为 序 FIRTH — PITA. 设 r :X 一 了 为 连 
续 映 射 , 如 果 X 的 非 空 开 集 在 7 下 的 像 集 具有 非 空 内 部 , WEK r 为 半 开 的 . 

引 理 7.5.5 设 (X,T) 为 动力 系统 , 21,02 € X E r £r A A= orb((z1, £2), 
T xT), 如 果 向 第 一 坐标 的 投影 映射 ri :4 一 和 为 半 开 的 , 则 (21,22) € SE(X,T) 
当 且 仅 当 (21,22) E WM(X,T). 

证 明 假设 (z1,7z2) € WM(X,T) E m :4 一 XX 为 半 开 的 .要 想 说 明 (zi zz) € 
SE(X,T), 由 命题 7.5.4, 只 需 证 明 以 下 断言 . 

断言 对 21,22 的 任意 邻 域 Ui, U2, 存在 序列 0 < th < te < ts <…, 使 得 对 
每 个 1 > 0 和 s € {1,2}, 都 能 找到 M, € Z4, 使 得 TM (21) € Ni TU) 且 
T™M:(z;) € Uj, j = 1,2. 

断言 的 证 明 固定 zi1,zx2 的 开 邻 域 U, U Am: 4 一 X 为 半 开 的 , 所 以 
W, = int(m((Uy x U2) N A)) X X HESR Wi c U. S Wz = Uo. 

由 于 (Wi x 12)n4 为 4 的 非 空 开 集 以 及 (21,22) 的 轨道 在 A 中 稠密 , 因此 ， 
存在 ne Z, 使 得 

(T x T)” (z1, £2) € (W1 x W2) N A. (7.5.1) 


因 弱 混合 对 是 T x 了 不 变 的 以 及 (21,22) € WM(X,T), 从 而 (T° (£1), T” (x£2)) € 
WM(X,T). 这 样 , 由 (7.5.1) 知 N(Wi, W1) N N(W1, W2) 4 Ø. 因此 , FE ti 2 0, 1# 
得 Wi OTW, #4 Ø, WinNT! We 4 Ø. AF (21,22) 的 轨道 在 A PR, 存在 
Mı, M2 € Z4, 使 得 (T™ (21), T (x2)) € ((W1 NT-HWi) x Ug) N A, i = 1,2. ORR, 
Xt i,j = 1,2, A T™ (x1) EU, OAT HU H T™ (x;) € U;. 

现在 假设 0< <t: < <t, 121 BA UE AREER s € {1,2}, 存 
在 Ms € Zy, 使 得 TM(zi) € i T Us H T™ (23) € Uj, j = 1,2. 

以 下 定义 t1. W 6 > 0, 使 得 对 X 中 任意 满足 d(zi1,X1) < 6, d(z2, £2) < 6 的 
21,22, A T (2) € Ni T Usi, T*(z;) € Uj, j = 1,2 对 每 个 se {1,2}! 成 立 . 
A U$ = {z € X : d(z, x1) < ô}, U$ = {z € X : d(z, 22) < ô}. 

因 zi : 4 一 六 为 半 开 的 , W? = int(m ((U? x UN A)) 为 非 空 开 集 且 Wf c Ui. 
A We = US. 同上 面 的 讨论 , 有 N(W?, HPnNOTT T) Ao. 不 失 一 般 性 (必要 
时 取 6 更 小 一 些 ), 不 妨 设 N(W?, We) A N(W, WÊ) C {ti 4t-1,t14+2,---}. 因此 , 存 
TE tig. > t WME WOT EW? AO, i= 12. 现 在 我 们 能 选择 Pi, Po € Z4, 使 得 
M i,j = 1,2, A T (21) E WÊ ATW’, Th (2;) € UP 成 立 . 

对 7 e {1,2} +t, Res e {1,2} 满足 s = 7(i),i = --,l, Bik 
r(l+1) =k. & M, = M; + Py. WT! (z1) = TMs (TP*(21)) € om TUG 
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由 于 T+T™(x,) €e W, 所 以 TenT™ (x1) = TMT"+T®™ (x1) € Uk. 因此 
TM (21) € Qi T EUs NTEU, = EL T EUa. 与 此 同时 , 也 有 T (2) = 
TM:T®™ (x5) € Uj;. 这 就 完成 了 断言 的 证 明 . O 

当 工 为 同 胚 时 , 定义 orbz(z1, x2) = {(T x T)” (21,12) : n € Z}. 完全 类 似 于 引 
理 7.5.5 的 证 明 , 有 

引 理 7.5.6 3 (X,T) AVEMA AR, 11,72 E X MRM £ r2. € A= 
orbz(zl;z2)， 如 果 向 第 一 坐标 的 投影 映射 Ti : 4 一 X 为 半 开 的 , 则 (21,22) € 
SE(X,T) 4 B42 % (21,22) € WM(X,T). 

推论 7.5.7 设 (X,T) 为 传递 系统 , zl 为 了 的 传递 点 以 及 了 为 了 的 不 动 点 . 
则 (Zz1,p) E SE(X,T) 当 且 仅 当 (21,p) € WM(X,T). 

证 明 W A= orb((z1,p), T x T), W A= X x {p}. BR, RBH mi : A> X 
为 半 开 的 , 由 引 理 7.5.5 即 知 推论 成 立 . 口 

设 5 为 Z+ 的 子 集 . 我 们 回忆 一 下 5 的 上 半 Banach 密度 定义 为 

ISAT 
BD*(S) = Gn sup ， 
KF I POR Z+ 的 有 限 子 区 间 . 如 果 对 每 个 a < 1, 存在 自然 数 N, 使 得 对 Z 的 任 
意 长 度 大 于 N 有 限 子 区 间 I, ASAI > al 成 立 , 我 们 就 说 5 的 下 半 Banach 密度 
为 1. B (X,T) 为 动力 系统 . 如 果 对 X 的 每 对 非 空 开 集 U,V, 回复 时 间 集 N(U,V) 
具有 正 上 半 Banach 密度 , 就 称 (X,T) 为 上 半 Banach 传递 的 . 定理 2.6.5 已 经 说 
A: 如 果 (X,T) AE 系统 , 则 对 X 的 每 对 非 空 开 集 VU, V, 回复 时 间 集 N(U,V) 为 
syndetic R. 因此 E 系统 是 上 半 Banach 传递 系统 . 现在 我 们 能 证 明 

定理 7.5.8 A (X,T) 为 动力 系统 . 如 果 (X,T) 为 非 极 小 的 上 半 Banach 传递 
AR, 则 SE(X,T) # Ø, Bp (X,T) RA null 系统 . 

证 明 ”不 失 一 般 性 , 不 妨 设 (X,T) 有 不 动 点 p (使 用 命题 7.4.3). ER (X,T) 的 
传递 点 ni, 以 下 说 明 (z1,p) € SE(X, T). 由 推论 7.5.7, 只 需 说 明 (zup) € WM(X,7). 
设 Ui, U2 分 别 为 2Z12D 的 邻 域 . 现在 有 两 种 可 能 的 情形 : 

情形 1. (X,T) HE KR. 因 (X,T) HE 系统, N(Wi,U1) 为 syndetic 集 (参见 
定理 2.6.5). 由 于 p 为 不 动 点 , N(z1,U2) 为 thick 集 . 进而 N(U1, U2) = N(z1,U2) 一 
NGzu Di) 为 thick 集 . 结合 上 面 的 两 个 事实 , 有 N(O1,U1)N(U1,U2) 4 Ø. 从 而 
(t1,p) € WM(X,T). 

情形 2. (X,T) 不 为 卫 系统 . 不 妨 设 (X,T) 为 唯一 遍历 系统 且 点 测度 bp 为 唯 
一 的 不 变 测度 (否则 我 们 将 所 有 不 变 测度 的 支撑 并 在 一 起 , 再 将 这 个 并 的 闭 包 收 缩 
成 一 点 , 这 就 得 到 (X,T) 的 一 个 因子 系统 , 该 因子 系统 是 非 极 小 的 上 半 Banach 传 
递 的 唯一 遍历 系统 , 且 唯 一 的 不 变 测 度 是 集中 在 不 动 点 上 的 点 测度 . 如 果 该 因子 系 
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RAFIR, 则 (X, T) EFIR). 有 
B N(x, U2) 的 下 半 Banach 密度 为 1. 
断言 的 证 明 如 果断 言 不 成 立 , 则 N(z1, U5) 具有 正 上 半 Banach 密度 . 因此 存 
Æ k EN R ar < br, 使 得 


lim 


m SR 2 he - bk- 1} > 0H Paty (bk 一 ak) = +00. 


一 十 co "E 
现在 , 设 jr = 二 一 = toy BE w= lim pri 为 {px} 在 弱 拓扑 下 的 
极限 点 . 清楚 地 , u (x, : 的 不 变 测度 且 
bk;—1 
HUS) > lim a, (U$) = lim pay - 5x, (U3) 


i=ak, 
Pe Ee -bki — 1}| 
一 一 一 -一 一 一 >0 
1 一 十 co bk; — Ak; 


从 而 w # bp, 这 与 (X,T) 的 唯一 遍历 矛盾 . 这 就 完成 了 断言 的 证 明 . 

Al (X,T) 为 上 半 Banach 传递 系统 , N(U1, U1) 具有 正 上 半 Banach 密度 . 由 断言 ， 
N (21, U2) 的 下 半 Banach 密度 为 1, 说 明 N(U1, U2) = N(21,U2)-— N (21, U1) 的 下 半 
Banach 密度 也 为 1. 从 而 N(U1, U1) A N(U1, U2) 4 Ø. AUK (21,p) € WM(X,T). O 

在 本 节 最 后 , 我 们 提出 一 个 仍 未 解决 的 问题 

问题 7.5.9 是否 存在 传递 非 极 小 的 null 系统 ? 

习 题 7.5 

1. i$ X = {z }U{z: : i € Z}, HF £o £ zi i €Z, zri £ rj, ij AK (je ae. 
定义 映射 TX X, 使 得 zo 为 不 动 点 且 T(zi) = zit i € Z. 证 明 : (X, T) X null 系统 
特别 地 , 如 果 非 游荡 点 集 Q(T) 为 独 点 集 , 则 (XT) 为 null RYE. 

2. 设 (X,T) 是 一 个 非 平凡 的 传递 系统 . 如 果 存 在 (X,T) 的 子 系统 (Y, 了), 使 得 (X, 工 ) 
弱 不 交 于 (Y, T), M (X xY, T xT) 的 传递 点 (x,y) € SE(X,T) 当 且 仅 当 (z, y) € WM(X,T). 

3. 证 明 极端 扩散 系统 的 最 大 的 null 因子 是 平凡 系统 . 

4. 证 明 引 理 7.5.6. 


§7.6 极 小 null 系统 的 结构 


本 节 将 利用 极 小 同 胚 系 统 的 结构 定理 来 研究 极 小 null 系统 的 结构 . 因此 本 节 
首先 考虑 的 对 象 是 可 北极 小 系统 , 然后 利用 自然 扩充 去 考虑 一 般 的 极 小 动力 系统 . 
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首先 给 出 一 些 基本 定义 . 设 (X,T) 为 具有 度量 d 的 可 道 动力 系统 , 设 (zl, zz) 
AX 的 点 对 . 如 果 存 在 ni € Z 满足 ni| 一 +oo WR d(T (x1), T™ (£2)) — 0, WEK 
(zl z2) 为 双边 的 proximal Xf; 如 果 (21,22) 不 为 双边 的 proximal Xt, WK (x1, £2) 
为 双边 的 distal H. 设 r : (X,T) > (Y, 5) 为 可 道 动力 系统 间 的 因子 映射 如果 
满足 x(z1) = "(x2) 的 点 对 (x1, 22) 均 为 双边 的 proximal 对 (相应 地 , 双边 的 distal 
xt), 则 称 m : X 了 为 proximal( 相 应 地 , distal) 扩 充 ; 如 果 存 在 X 的 一 个 稠密 
的 Gs R Xo, 使 得 对 任意 ze Xo 有 rr(z) = {z}, WEK 7 :和 一 了 为 几乎 一 对 
一 扩充 ; 如 果 对 任意 c > 0, FE ô > 0, 使 得 r(zi) = "(xz2), d(v1, 22) < 6 能 推出 
d(T” (x1), T” (x2)) < e MER n € Z 成立 , 则 称 r: X >Y 为 等 度 连续 扩充 (有 时 也 
称 等 度 连续 扩充 为 等 距 扩充 ). 容易 看 出 , 等 距 扩充 一 定 为 distal 扩充 . 

BE n: (X,T) > (Y, 9) WBN AM RST FE. 如 果 存在 可 数 序数 7 和 极 小 
WARK Xa (0 <A <n), 使 得 (i) Xo =Y, Xn = X; (ii) 对 每 个 入 < n, 存在 扩充 
Ta : X41 > Xp, 使 得 my 或 为 几乎 一 对 一 扩充 或 为 等 距 扩充 ; (iii) 对 每 个 极限 序数 
v <n, BX, 为 系统 Xa (A < v) 的 北极 限 系 统 ; (iv) 7 为 扩充 办 (入 < n) 的 超 限 复 
合 . 就 称 扩充 7 为 严格 的 HPI 扩充 . 进而 , 极 小 系统 间 的 扩充 r :XX Y 称 为 HPI 
扩充 , 如 果 存 在 极 小 系统 间 的 几乎 一 对 一 扩充 少 :2 X, Enrop: 2 一 Y 为 严 
格 的 HPI 扩充 . 

命题 7.6.1 ha: (X,T) 一 (Y,5) 为 极 小 可 逆 系 统 闻 的 扩充 ， 如果 BA 
proximal 扩充 又 为 HPI 扩充 , Wr 为 几乎 一 对 一 的 扩充 . 

证 明 ”由 于 7 为 HPI 扩充 , 存在 极 小 系统 间 的 几乎 一 对 一 扩充 钞 : 2 一 成 ， 
roy: 2 一 了 为 严格 的 HPI 扩充 ， 进而 存在 可 数 序数 n 和 极 小 可 道 系 
BR X、(0 < 和 < n), 使 得 (G) Xo = Y, Xn = Z; (ii) 对 每 个 入 < n, 存在 扩充 
Ty : Xarı 一 Xp, 使 得 m 或 为 几乎 一 对 一 扩充 或 为 等 距 扩充 ; (ii) 对 每 个 极限 序数 
v <n, 系统 Xo 为 系统 X (A< v) 的 逆 极 限 系统 ; (iv) tod 为 扩充 pal< n) 的 超 
限 复 合 . 

现在 , 我 们 说 明 对 每 个 入 < n, 扩充 mx : Xi 一 Xa 为 几乎 一 对 一 扩充 . 如 大 
不 然 , 假设 存在 9 <n, 使 得 re : Xoyi 一 Xo 为 非 同 构 的 等 距 扩充 , 这 样 我 们 能 找到 
x,y © Xo+l 使 得 re(z) = re(y) H. (z,y) 为 双边 的 distal 点 对 . Wea’: Z > Xoyi 为 
扩充 $x(9 十 1 < 和 <n) 的 超 限 复合 . ER 2! e mr (z),y Em (y), 则 (zy) 为 
distal 点 对 且 r o y(x’) = xoV(y). 但 另 一 方面 , 由 于 两 个 proximal 扩充 复合 后 仍 
为 proximal 扩充 , 从 而 roy 为 proximal 扩充 . 特别 地 , (x,y) 为 双边 的 proximal 
点 对 , 这 与 (x,y) 为 双边 的 distal 点 对 矛盾 . 

由 于 几乎 一 对 一 扩充 的 可 数 超 限 复合 仍 为 几乎 一 对 一 扩充 , 从 而 r oy 为 几乎 
一 对 一 扩充 . MA y 为 几乎 一 对 一 扩充 , 所 以 r 为 几乎 一 对 一 扩充 . E 
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为 进一步 研究 极 小 null 系统 的 结构 , 需要 去 考虑 对 于 极 小 系统 什么 时 候 一 个 弱 
IBA XT AERA ROT. 首先 有 

引 理 7.6.2 Bar: (X,T) (YT) 为 极 小 可 逆 系 统 间 的 扩充 ，Zl,zZ2 EX 满足 
Z1 £ T2, T(Z1) = n(£2). 如 果 (21,22) 为 乘积 空间 的 极 小 点 ， 则 (zlz72?) E SE(X,T) 
当 且 仅 当 (21,22) € WM(X,T). 

证 明 A =orb((x1,22),T x T), 首先 说 明 mr :4 一 X 为 半 开 的 . 设 忌 为 4 
的 非 空 开 集 , 取 4 的 非 空 开 集 U, 使 得 页 CU. 因 (4,TxT) 为 极 小 系统 , 所 以 存在 
k € N, 使 得 Ul (Tx TU, = A. mi Uio Tim (U) = X, 因 了 为 同 胚 以 及 mi( 页 ) 
为 闭 集 . 由 Baire 定理 知 int(m(Ui)) # Z. 进而 int(m1(U)) 关 2. 这 就 说 明 r 为 半 开 
AY. 最 后 , 由 引 理 7.5.6 知 , (21,22) € SE(X,T) 当 且 仅 当 (21,22) € WM(X,T). O 

注 记 7.6.3 完全 类 似 地 , 我 们 可 以 证 明 极 小 系统 间 的 同 态 为 半 开 的 . 

推论 7.6.4 ia: (X,T) 一 (了,T) 为 极 小 可 送 系 统 间 的 distal 扩充 , £1, £2 E X 
满足 Zi £ Lo, TT(T1) = (72). AI (21, 22) E€ SE(X,T) 当 且 仅 当 (zx1,7X2) € WM(X,T). 

证 明 ”由 引 理 7.6.2, 只 需 说 明 (21,22) 为 乘积 空间 的 极 小 点 . 设 E(X,T) 为 系 
统 (X,T) 的 Ellis 半 群 , TC €(X,T) 为 E(X,T) 的 极 小 左 理想 . 由 于 zi 为 极 小 点 ， 
根据 命题 3.3.13, FERNET u € I, 使 得 ur, = 21. 注意 到 (x2, ure) 为 双边 的 
proxiaml X} H. A(z2) = T(zl) = n(uzı) = T(uzo) AA r X distal 扩充 ,有 za = wz2， 
BP u(x1, £2) = (21, 22). 从 而 (21,22) W(X x X,T x T) 的 极 小 点 . 口 

推论 7.6.5 ”如 果 (X,T) 为 极 小 distal 系统 , 则 SE(X,T) = Q(X,T) \ Ax, & 
里 Q(X,T) A (X,T) 的 局 部 proxiaml 关系 . 

证 明 因 (X,T) 为 distal 系统 , MAM T AH. r: X 一 了 为 distal 扩充 , 其 
中 (Y, S) 为 平凡 系统 . 因此 , 由 定理 3.5.9 和 推论 7.6.4 知 SE(X,T) = WM(X,T) = 
Q(X,T) \ Ax. 口 

有 了 以 上 准备 , 现在 我 们 可 以 证 明 本 节 的 主要 结果 : 

定理 7.6.6 设 (X,T) AM) null 的 可 逆 系 统 . 则 (和 X,T) 为 一 个 极 小 等 度 连 
续 系统 的 几乎 一 对 一 扩充 , 即 几乎 自 守 系 统 . 

WAR 设 r:(XT) 一 (也 5) 为 (X,7T) 的 最 大 等 度 连 续 因子 . WRO Rr = 
{(z,y) E X x X : x(z) = r(y)}, M Rr = Q(X,T) = WM(X,T) U Ax. 对 (21,22) € 
Rr \ Ax, 由 于 (21,22) € WM(X,T) 但 (21, 22) g SE(X,T), 有 (21,22) 不 为 乘积 空 
间 的 极 小 点 . 因此 Ax 为 系统 (Rr, T x T) 唯一 的 极 小 集 , 从 而 R+ C PR(X,T). 即 
n 为 proximal 扩充 . 

UFA r: X >Y HHPI A. WE r: XY TRH HPI Z, 由 Woude 的 
一 个 结果 (参见 定理 3.6.7(2)) 知 , 存在 A C Rr, 使 得 (4,T xT) X (X, T) 的 双边 传递 
的 非 极 小 子 系统 , 上 且 向 两 个 坐标 的 投影 映射 ri : A> X, i = 1,2 为 半 开 的 . 因 (A, Tx 
T) 为 双边 传递 的 , 从 而 存在 (21,12) € A, zl F za, 使 得 cl(orbz((zi, £2), T xT)) = A. 
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注意 到 (zi,zz) € PR(X,T)\Ax C WM(X,T), 由 引 理 7.5.6 知 (zx1, zz) € SE(X,T), 
这 与 (XX,T) 为 null 系统 相 了 矛盾 . 
BLE, 由 于 r BY proximal 扩充 又 为 HPI 扩充 , 从 命题 7.6.1 知 7 为 几乎 一 对 
一 的 扩充 . oO 
FUL BEARS RBA EM, 所 以 极 小 null 性 严格 介 于 极 小 等 度 连续 性 
和 几乎 自 守 性 之 间 . 下 面 的 引 理 使 我 们 对 极 小 null 的 可 逆 系 统 的 结构 能 说 得 更 多 . 
定理 7.6.7 i (X,T) 为 极 小 null 的 可 北 系 统 , 则 (X,T) 为 唯一 遍历 系统 . 
证 明 ”由 定理 7.6.6 知 , 存在 极 小 等 度 连续 系统 (Y,S) 满足 :和 一 了 为 
几乎 一 对 一 扩充 . 设 v 为 (Y,S) 唯一 的 不 变 测度 . ER (X,7T) 的 不 变 测度 u, 设 
/二 f mavo) E u TE v 上 测度 分 解 . 则 对 v-a.e. y E€ Y, py 是 X 上 的 Borel 测度 


H supp(uy) C m~t (y), 有 
断言 对 zae. y EY, py 是 集中 在 一 个 点 的 点 测度 . 
言 的 证 明 i W = {(z,y) € X x X : r(x) = r(y)}. AX} v-a.e. y EY 有 
supp(Hy) C n~t (y), 所 以 对 za.e. y € Y 而 言 , supp(Jy X Hy) Cr (xm (y) CW. 
从 而 


p xy (W) = f Hy X py(W)dv = 1. 
yeY 


如 果 u xy (Ax) £1, W uw xy w(W \ Ax) > 0. 因 此 存在 (W,T x T) 的 遍历 
测度 w, 使 得 w(W \ Ax) > 0. HF Ax 为 (W,T x T) 唯一 的 极 小 集 , 所 以 supp(w) 
为 非 极 小 的 EE 系统 . 由 定理 7.5.8 知 SE(supp(w),T xT) 4 2, K(X x X,T xT) 
为 null 系统 相 矛 盾 . 这 就 说 明 u xy w(Ax) = 1. 注意 到 


H xy H(Ax) = f Hy X Py(Ax)dy = 1, 
yeY 


有 py x pw(Ax) =1, v-ae. y € Y. XHA E v-ae. ye 而 言 u 是 集中 在 一 个 
点 c(y) 的 点 测度 Soy) 断言 得 证 ， 

现在 说 明 (X,T) 为 唯一 遍历 的 . 假设 u, w? 为 (X,T) 的 两 个 不 变 测度 . 令 
p= (ut +p"). 从 断言 知 局 为 集中 在 一 个 点 cy), rae. y © Y. 从 而 对 v-ae. 
y eY 而 言 jw 集中 在 点 cty), el) E 再 次 运用 断言 知 cl(y) = c (y), v-a.e. y EY. 
这 说 明 u! = 12. 这 就 证 明了 (X,T) 为 唯一 遍历 的 . 口 

在 本 节 的 最 后 , 我 们 说 明 对 一 般 的 极 小 null 系统 也 有 类 似 结 构 . 为 此 , 我 们 需 
要 给 出 动力 系统 和 其 自然 扩充 之 间 序 列 箭 的 关系 以 及 另外 一 些 性 质 的 几 个 引 理 . 

引 理 7.6.8 i& (X,T) 为 满足 了 为 满 射 的 动力 系统 及 mi : (X,T) 一 (X,T) 为 
其 自然 扩充 . 则 对 任意 非 负 整数 序列 5, 有 hE, (T) = hs, (7). 


§7.6 极 小 null 系统 的 结构 .217 . 


证 明 设 x :六 一 为 向 第 k 个 坐标 的 投影 . 取 X 的 开 覆 盖 序 列 W 
Æ diam(Un) > 0, W {rg Un} Zr 为 直径 趋 于 零 的 开 覆 盖 序 列 , 当 n,k 一 +o. 因 
有 (TO = hs (T, n, Un). & n,k > œo, 由 命题 7.3.1 知 hs,(T) =hS,(T). O 

aj 7.6.9 设 X,Y 为 紧 度 量 空间 以 及 站 :X OY 为 连续 满 射 Mr 
diam(r-i(z)) 定义 的 映射 加 :和 一 [0,diam(X)] 为 上 半 连 续 映射 , 即 jim sup¢d(z) < 
olro) 对 每 个 to E€ X RÈ. 进而 Ax = {x € X: a 'n(z) = {z}}, AV={yeY: 
Card(x-1(y)) = 1} DIA X fe Y 的 Gs 集 . 如 果 附 加 和 是 半 开 的 条 件 , 则 Ax 在 
X 中 稠密 当 且 仅 当 Ay AY 中 稠密 . 

WAR 设 d 为 X 上 与 拓扑 相 容 的 一 个 度量 . 固定 zo EX. 取 序 列 tn 一 zo TH 
E im Pln) = jim supd(x), 选 yn, zn E 7 1 (an), 使 得 d(yn, zn) = (Tn). HF X 
ARIS AEE), 存在 子 列 Yn, zn, 以 及 yo, 20 E X, 使 得 lim yn, = yo H lim zn, = 20. 
显然 yo, zo € 7 (zo) H. d(yo, zo) = dm sup¢(x), 这 说 明 dim supg(z) < (zo). 


现在 令 Ay (k) = {y € Y : diam(n-1(y)) € [0, E) }, 从 映射 % 的 上 半 连 续 映射 
知 Ay (k) 为 了 的 开 集 , 进而 Ay = Nga Ar (k) 和 Ax = 7 (Ay) 为 Gs R. 最 后 ， 
如 果 附 加 r 是 半 开 的 条 件 , 于 是 容易 看 出 Ax TEX 中 笛 密 当 且 仅 当 Ay EY 中 
稠密 . 口 

引 理 7.6.10 ik (X,T) 为 极 小 动力 系统 及 ma : (X,T) 一 (X,T) 为 其 自然 扩 
充 . 则 ri 为 几乎 一 对 一 扩充 且 (X,T) 为 极 小 系统 . 

证 明 设 4={fzeX:CardT-"(z)) = 1,Yn € N}, A FEH 4 为 X 的 稠密 
Gs 集 . 令 Ann = {z EX:diam(T-"(z)) € lo, =) \, 则 从 引 理 7.6.9 知 Ann 为 开 集 . 
如 果 Ann 不 为 X 的 稠密 子 集 , M Din = X \ Ane 具有 非 空 内 部 . 因此 T "Din 
也 具有 非 空 内 部 . 取 非 空 开 集 U CT "Din 满足 diam(U) < =. RE U 被 Din 中 


某 些 点 在 T 下 的 逆 像 所 覆盖 . 由 于 这 些 点 在 T” FERWER >, MAR 
能 全 被 U 覆盖 . 因此 TU) cCT"(X \V). 

W B' = X\U, 则 B’ AMAA T"(B’) 了 (T"(U) UT" (B’)) =X. AFB’ AX 
和 T"(B') = X, 存在 1 e {0,1,---,n—1}, 148 T'B' AX UR THBP = X. 令 
B = T'B', 则 BAAREWE BAX M T(B) = X. ZX g: B — X, 14 g =T]p, 
WW X = g(B) D B. mi g7 “+B cg“ *(B) X} k € Z4, Bg *(B) 为 B 递减 的 闭 
集 序列 . 因此 , MRE M = No TB) = Mog *(B), W M 为 非 空 闭 集 . 注意 
| T(M) C M, M 为 闭 的 不 变 集 且 M # X, 这 与 (XT) 为 极 小 系统 相 矛 盾 . 由 以 
上 讨论 知 Arn X X 的 稠密 开 集 , 因此 4 = NEn Ain 为 X 的 稠密 的 Gs 集 . 

现在 说 明 (X, T) 为 极 小 系统 . 为 此 , RAVE BAA TX 为 传递 点 . 设 
z= m (È) A ne: X > X HAR k MERRE. 取 {Un}, 为 XX 的 可 数 基 , 则 
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{Un} r 为 六 的 可 数 基 . 因 (X,T) 为 极 小 系统 , 对 每 个 Un, 存在 mn EN W 
Æ Tmn(z) € Un. 进而 T+ (F) € ng Un. 这 就 说 明 为 传递 点 . 

最 后 , 注意 到 4 = {zeX:Card(ryi(z)) = 1} WX MAB Gs 集 以 及 极 小 系 
统 间 的 同 态 为 半 开 的 , 因此 , 从 引 理 7.6.9 知 , {7 c X: TOTS = {从} WX HR 
密 Gs 集 , 即 m 为 几乎 一 对 一 扩充 . o 

定理 7.6.11 设 (X, T) 为 极 小 null 系统 . 则 (X,T) 为 唯一 遍历 系统 并 且 是 一 
个 极 小 等 度 连续 系统 的 几乎 一 对 一 扩充 ， 

证 明 im :(X,T) > (X,T) 为 (X,T) 的 自然 扩充 . 由 以 上 引 理 7.6.9 和 引 
理 7.6.10 知 , (X, T) 也 为 极 小 null 系统 且 m 为 几乎 一 对 一 扩充 . 定理 7.6.7 告诉 我 
们 (X,T) 为 唯一 遍历 系统 , 再 注意 到 (XT) 的 每 个 不 变 测度 为 (X, D 的 某 个 不 变 
测度 在 m FHR, A (X,T) 为 唯一 遍历 系统 . 

Ben: (X,T) > (YS) (XT) 的 最 大 等 度 连续 因子 . Bom 为 渐 近 扩充 
以 及 PR(X,T) = Rr, 因此 rr (e) 为 独 点 集 ， 我 们 将 其 定义 为 p(z). 不 难看 
H y: (X,T) > (Y,S) 为 因子 映射 且 {y € Y : Cardy *(y)) = 1} D {y EY : 
Card(r -1(y)) = 1}. 由 于 r 为 几乎 一 对 一 扩充 , {y € Y : Card(x-'(y)) = 1} X Y W 
稠密 Gs 集 , 进而 {y € Y : Card(p-1(y)) = 1} 为 了 的 稠密 Gs 集 . 最 后 , 由 于 极 小 
系统 间 的 同 态 为 半 开 的 (参见 注 记 7.6.3), 从 引 理 7.6.9 知 p 为 几乎 一 对 一 扩充 . O 

问题 7.6.12 是 否 能 获得 极 小 null 系统 更 为 精细 的 结构 ? 


习 题 7.6 


1. 证 明 极 小 系统 的 几乎 一 对 一 扩充 仍 为 极 小 系统 . 

2. 设 (X,7) 为 极 小 系统 , AW X 的 稠密 Gs 集 . WEH: T(A),T (4) SRST XH 
一 个 稠密 Gs 集 . 

3. Bem: (X,T) 一 (Y, S) 为 极 小 系统 间 的 渐 近 扩充 . 则 r 为 几乎 一 对 一 扩充 . 提示 : 使 
用 定理 3.6.7(2). 

4. 是 否 null 的 distal 系统 一 定 为 等 度 连续 系统 ? 


87.7 附录: Koopman-von Neumann 谱 混 合 定 理 的 证 明 


本 附录 的 目的 是 给 出 Koopman-von Neumann 谱 混 合 定理 的 证 明 , 为 此 , 首先 
简要 介绍 一 些 谱 理 论 的 基本 知识 . 在 本 附录 中 出 现 的 Hilbert 空间 均 假 设 为 可 分 的 . 

定义 7.7.1 池 数 :ZZ 一 C 称 为 正定 的 ,如果 对 每 个 有 限 的 复数 序列 {an} 加 0， 
有 


N N 


>》 >》 Amangd(m — n) > 0. 


m=0 n=0 
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给 出 两 个 正定 的 函数 的 例子 : 
(1) RU J Hilbert 空间 H 上 的 酉 算 子 和 r cH. 因 对 每 个 有 限 的 复数 序列 
{od 有 


N N N 
> (UT "7,Z)aman = ( > a,U" x, 5 enU™s) 之 0， 
n,m=0 n=0 m=0 


函数 O(n) = (U"x, x) 是 正定 的 . 

(2) i u X T = {z € C: |z| = 1} 上 的 非 负 Borel 有 限 测度 ， 该 测度 的 Fourier 
变换 ， 函数 Rn) = | zdana) 是 正定 的 

上 面 例 (2) 的 道 命题 也 是 成 立 的 , 这 就 是 著名 的 Herglotz 定理 . 

定理 7.7.2 (Herglotz 定理 ) 对 给 定 正定 函数 $:ZZ 一 C, 存在 了 上 唯一 的 非 负 
Borel A IRB u, 使 得 Bln) = O(n), Vn € Z. 

证 明 ”由 于 9 为 正定 函数 , 不 难看 出 , 8(0) > 0 以 及 对 每 个 和 eC, 


(1+ |A?)9(0) + o(n)A + o(—n)d > 0. 


因此 , 对 每 个 Me C, 有 Antol nA 为 实数 , 这 说 明 o(—n) = An). & A = 04(n), 
我 们 获得 (1+ (8|7|0(r)|?)4(0) + lon)? + 8[d(n)? > 0 对 每 个 ge C 成 立 . 
特别 地 , 当 9 为 实数 时 ,上 式 表明 (1 + 6|¢(n)|2)G(0) + 26|d(n)/? > 0 对 全 体 
实数 9 成 立 , 由 此 可 推 得 |g(mJ| < %(0),Yn € Z. 这 说 明 函 数 O(n) BARA. 如 果 
$(0) = 0, 则 p(n) = 0, 此 时 唯一 非 负 测度 为 在 每 个 Borel 集 上 取 零 值 的 测度 . 
以 下 设 %0) > 0, 不 失 一 般 性 , 不 妨 设 %0) = 1. 对 s € (0,1), 从 正定 性 可 以 扒 
出 对 所 有 |z|=1, 有 fs(z) = > $n 一 m)s"tmzm-" > 0. 注意 到 


Oo 


十 oo 
» pm 一 n)s SP 二 mm xm 一 mm 一 3 so Yo anim = > o(njznsirl_— i 


n,m=0 n=—00 7 一 一 oo 


因此 


Í fe az= a (7.7.1) 


现在 定义 T 上 的 非 负 Borel 测度 pe, 使 得 EE = (1-9?) fale) > 0. 由 等 式 
(7.7.1) 知 


|in = ons, p(T) = 60) = 1 (7.7.2) 
这 说 明 us e M(T), 这 里 M(T) 为 上 Borel 概率 测度 全 体 . 
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选择 序列 sm > 1(0 < Sm < 1), 使 得 Hen > u E M(T) 的 弱 * 拓扑 意义 下 成 
立 . 在 等 式 (7.7.2) PIR s = sm, 再 令 m — o0, Æ A(n) = (n), Yn € Z. 至 此 ,定理 的 
存在 性 部 分 得 证 

以 下 说 明 唯一 性 , BE v 为 了 上 使 得 O(n) = p(n), Yn € Z 非 负 的 有 限 Borel W 
BE 则 对 {z*]} 喉 的 任意 有 限 的 线性 组 合 p(2), 有 /plz)dv | pejan. 因 如 此 的 


函数 在 C(T; C) 中 稠密 , 所 以 / J (e)dv = f FOAIA fe C(T;C) 成 立 ,这 
就 说 明 v = p. 口 
i U WH Hilbert 空间 H 上 的 西 算 子 和 re H. 用 2Z(z) 表示 由 r 生成 的 循环 
子 空间 , 即 Z(z) BH 的 包含 {U"r : n e Z} 的 最 小 的 闭 子 空间 . Awe on) = 
(Ux, £) 是 正定 的 , 由 Herglotz 定理 知 , FE T 上 唯一 的 非 负 Borel 测度 oz, 使 得 
Fln) = (Unz mw € Z. 特别 地 , os(T) = 侈 (0) = f do = taae oll e 
T 
为 z( 相 对 于 U) 的 谱 测度 . 不 难看 出 , z = 0 当 且 仅 当 cz ASME. 
命题 7.7.3 R U A Hilbert 空间 7t 上 的 西 算 子 和 ZE7Tf\{0}. 定义 


V : L?(T, oz) > L?(T, 02), ® ABV f(z) = zf(z) (z € T), 


WV ARPE WVW, =U, 其 中 Wz: Z(z) 一 L2(T or) 为 映射 Un"z z” E 
L (T, or) 的 唯一 线性 等 距 扩张 . 
证 明 如 果 p(z)= DO oz 和 4(z) = SO biz: 为 三 角 多 项 式 , W 


(p(U)z, q(U)x) z(2) = ajb(UI'2, 2) a2) = Y >》 ap 一 


2 
ja—ml=—n j=—ml=—n 
YY ashi | dos = (2). qa) acre 


因为 形 如 p(U)z 的 向 量 在 Z(x) 中 稠密 , 与 此 同时 , 三 角 多 项 式 p(z) 在 LT, os) 中 
稠密 , 这 就 完成 了 证 明 . o 

命题 7.7.4 A U A Hilbert 空间 H 上 的 丁 算 子 和 ZE H. 

(1) u AT LAER A AIR Borel 测度 , 如 果 u < oc, 则 存在 y € Zle), 使 得 
Oy = H; 

(2) RY EH, oR Z(y) L Zz), M ozty = oz + Oy. 

证 明 (1) 如 果 cz 为 零 测 度 , 这 是 明显 的 . 以 下 假设 cz 不 为 零 测 度 , B z £0. 
t= [SA pe PT oa) 取 = Wes, 其 中 We 如 命题 7.7.3 所 定义 则 
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y € Z(x) A 
y(n) = (U"y, Y) za) = (WU "y, Wey) L2(T,o2) 


= (V” f, f) L4T,02) = 人 = 让 am = f(n). 


这 说 明 oy = p. 
(2) By € H, 如果 Z(y) L Z(z), W 


Fn) = (U"(e@+y), e+) = (U"e,2) + (U"y,y) = oz + Gy(n). 


现在 由 Herglotz 定理 知 oz+y = cz + Oy. 口 

设 U 为 Hilbert 空间 H EWERT. ze H\ {0} 称 特征 向 量 , 如 果 存 在 和 EC 
满足 Uz = àr. 此 时 , A 称 为 相对 于 r 的 特征 值 . 不 难看 出 , U 的 每 个 特征 值 模 为 
1 且 对 应 于 两 个 不 同 特 征 值 的 特征 向 量 彼 此 正 交 . 用 Ha 表示 H 的 所 有 特征 向 量 
线性 组 合 的 闭 包 , Ha 为 KH 的 子 空间 , RAH 的 离散 谱 空间 .显然 UHa = Ha 和 
Che =H. 

it u JT EER Borel WE, 如 果 存 在 T 的 可 数 子 集 4 满足 ACT\4) = 0, 
则 称 u 是 纯 原 子 的 ; 如 果 对 每 个 点 z eT, 有 ulz} = o, 则 称 u 是 连续 的 . 

命题 7.7.5 设 U 为 Hilbert ZA H LABAT, Ha 为 It 的 离散 谱 空 间 . 则 

(1) 对 zeEXH\{0},zEHa 当 且 仅 当 os 为 纯 原子 的 ; 

(2) 3} xE H\ {0}, r EH} SARS oz 为 连续 的 . 

证 明 (i) 首先 , 我 们 说 明 如 果 ze Ha, 则 cz 为 纯 原 子 的 . 

Brena, We 可 以 写 为 z= Y aliri HP I AAR, ali) €C, zi 为 具有 


iEI 


特征 值 A 的 特征 向 量 且 (zi,7x;) =0 当 i 关 j ET 以 及 J lali)? llil]? < +0. 因此 
iET 
Uz = ) a(i)rAp zi 以 及 


icl 
f zndoz(z) = (Ua, 2) = X` laO PAPII: 
T iEI 


这 样 由 Herglotz 定理 可 得 os = X lad)? lleill n 其 中 5s,z E T 表示 集中 在 z 上 
i€I 
的 点 测度 ( 即 对 T 的 每 个 Borel $ A, 如 果 z € A 则 5.(4) = 1, 和 否则 5.(4) = 0). 这 
样 oz 是 为 纯 原子 的 . 
(ii) 其 次 , 如果 z € HE, W cz 为 连续 的 . MAR, FETED E T, 使 得 ce({A}) > 0， 
这 说 明 by < cc, 因此 由 命题 7.7.4 知 , 存在 ye Z(2), 使 得 oy = 5. BW 


TE [ 2"d6y = Mr||yll?. 
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进而 
(Uy — Ay, Uy — Ay) = (Uy, Uy) — Ay, y) — AUy, y) + (yy) 
= 2(y,y) — 2{y, y) 
=0. 


BI Uy = Ay. 于 是 ye HaN Z(z) C HaN Hz = {0}. 因此 y= 0, 这 与 oy = ôa PH 
零 测度 相 矛 盾 . 

(iii) 设 xz € H, 则 存在 za € Ha, £o E€ HY, 使 得 x = za 二 ze. 由 于 2Z(za) 上 GZ(zo)， 
从 命题 7.7.4 的 性 质 (2) 知 oz = Ora tose 现在, 由 上 面 的 (i) 和 (i) 知 : 如 果 za FO, 
则 on, 为 纯 原 子 的 ; 如 果 re #0, WW oe, 为 连续 的 . 

因此 , 如 果 cz 为 纯 原 子 的 , 则 on, HEME, Bl zc = 0 Al x = za E Ha; 同 理 ， 
如 果 cz 为 连续 的 , Wc CHL. 这 就 完成 了 命题 的 证 明 . 口 

注 记 7.7.6 (ii) 的 证 明 可 以 看 出 , z 为 以 入 为 特征 值 的 特征 向 量 当 且 仅 当 
oz = ||z||26. 

定理 7.7.7 (Wiener 定理 ) 设 U 为 Hilbert 空间 H 上 的 西 算 子 , Ha 为 H 的 离 
散 谱 空间 和 re H. 则 以 下 陈述 彼此 等 价 : 


(1) x € H+; 
(2) lim LS WW porsi 
N 一 oo N 
1 N-1 
(3) 对 每 个 ye H，lim — > \(U" 2x, y)|? = 0; 


(4) 存在 SC Zi,d(5) =1, 使 得 对 每 个 ye Tt lim (U2, y) =0. 
证 明 (4) = (3) = (2) 是 明显 成 立 的 . 

N- 
(2) e (1) 首先 , 对 每 个 ze T, 有 im ee n = &({2}). 因此 


, No {Na 
lm 二 u 2 li \ "doz X on (21, 
im 六 SCIU z, £) | im rN 2 2 2122) doy X az(21 #2) 


N-00 SED 
-| 61({2122})doz X oz(z1, 22) 
TXT 
= | | ale})dos(a)doales) 
TJT 


= | Ox ({22})doz(z2). (7.7.3) 
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这 就 说 明 Jim — DF \(U = 0 当 且 仅 当 oz({z2}) = 0 对 每 个 zeT 成 立 ， 


N ,3 
即 (1) < (2). 
(2) > (4) 假设 (2) 成 立 . & 


N-1 
Hem {ven J lim | < > kus, Wh -中 
NV 


则 容易 看 出 Hy a H 的 U 不 变 的 闭 子 空间 . 因 z e He, 2Z(z) C He. T Zle) c 


HFH ae SH], 取 It 的 可 数 稠密 子 集 {yj bien. & T Yj = 
否则 令 Yj 二 0. 设 


i Pp RY #0 


iH. =H, | lim 二 ol- 现在 利用 引 理 2.3.2 知 , 存在 SC Z+,d(5) = 1， 


使 得 nim an = 0. 通过 简单 的 逼近 讨论 ， 便 可 获得 (4). 口 

it U H Hilbert 空间 人 上 的 酉 算 子 , 我 们 把 满足 {U"z ne Z} 为 KH 的 紧 子 集 
的 向 量 zx 称 为 几乎 周期 向 量 , 用 He 表示 Xt 的 全 体 几 乎 周期 向 量 . 注意 到 两 个 几乎 
周期 向 量 的 线性 组 合 仍 为 几乎 周期 向 量 , 不 难说 明 H AH 的 闭 子 空间 . 显然 , 特 
征 向 量 为 几乎 周期 向 量 , 进而 Ha C He. 事实 上 , 以 下 定理 说 明 相反 的 包含 关系 也 是 
成 立 的 . 

定理 7.7.8 设 U 为 Hilbert Z) H Li AAP. MH. = Ha 

WAR RRE He C Ha ER xz © He, Hc 分解 为 x = zl +za 满足 
zı € Ha C He Ñ x2 E€ Hy. 显然 也 有 za = 2 — x1 E€ XH. 如果 我 们 能 说 明 zz = 0, W 
z = 2, € Ha, 这 就 完成 了 证 明 . 


MUR 2» £0, W e = All >0. 因 T0737 n EZY HH RES, HE N EN, 
使 得 对 每 个 ne N, 有 


wy lU”? — Urz2l| < e. (7.7.4) 
no 
进而 , 能 够 找到 k e {0,1,---,N} 使 得 集合 已 = {n € Z4 : ||U"x2 — U* zal] < e} 满 


Æ d,(F) = lim inf 
m— o0 m 


. 224. 第 7 章 FISAR 


注意 到 当 ne F, 
|U” xe, U* r2)| = |(U* xo, U¥ x2) + (U" xe 一 U¥ zo, Ur*z2)| 
=|||x2||? + (U"x2 — U*z2, Urz2)| 


> ||x2||? — |(U” £2 — U” £2, U z2)| 


> ||z2||? — ||U"22 — Uz2l| - ||U* z2ll 


> ||a2||? — ellz2|| = ellz2ll, (7.7.5) 
有 
lim 人 | (U" x2 U* x) 上 
PETEAR m n=0 | 
1 n k 2 
> 
> lim, inf— 5y | (U"x2,U" x2) | 
n€FN[0,m-1] 
| 
> lim inf Ð elel (由 (人 775) 
ne Fn[0,m—1|] 
= d,(F)e*||r2||? > 0. (7.7.6) 
这 与 zz € H 相 矛 盾 (参见 定理 7.7.7 的 性 质 (3)). m 


设 (X, B, u, T) ATM RM AR. 在 可 分 的 复 Hilbert 空间 H = L?(X,B, u) E, 
定义 西 算 子 Ur: HH, WEN f €H, A Url f) = foT. 设 


He ={f EH: {USF : ne DA H MATS}. 
使 用 定理 7.7.7 和 和 定理 7.7.8 立即 可 得 Koopman-von Neumann 谱 混 合 定理 一 一 定 
理 7.1.2. 
87.8 注 记 
87.1 的 工作 取材 于 黄 文 、Maass 和 叶 向 东 的 工作 (Huang etc., 2004). §7.2 和 
§7.3 的 素材 主要 来 源 于 黄 文 、 邵 松 和 叶 向 东 的 文章 (Huang etc., 2004), 相关 主题 也 


可 参见 文献 (Kushnirenko, 1967; Goodman, 1974; Hulse, 1982, 1986; Saleskil, 1977; 
Walters, 1982, §4.11) 以 及 (Zhang, 1992, 1993) 等 . §7.4~ 87.6 的 工作 来 源 于 文献 


87.8 YE id - 225 . 


(Huang etc., 2004a, 2003). 附录 参考 和 借鉴 了 以 下 专著 中 与 谱 理论 有 关 的 相关 章节 
(Parry, 1981; Queffélec, 1987; Glasner, 2003). 

相关 的 研究 工作 正在 发 展 之 中 AXE IRIRA OL SCAR (Huang-Ye, 2007; 
Kerr-Li, 2007), 与 之 有 关 的 Tame 系统 和 独立 集 研 究 见 文献 (Glasner, 2006; Huang, 
2006; Kerr-Li, 2007; Kerr-Li, 2005). 


第 8 章 ”传递 系统 的 分 类 


在 前 面 的 章节 中 , 我 们 引入 了 弱 不 交 和 回复 时 间 集 的 概念 , 并 利用 它们 刻画 了 
各 种 各 样 的 传递 属性 . 这 一 章 将 引入 复杂 性 函数 的 概念 , 并 利用 它 来 刻画 各 类 传递 
系统 . 对 传递 系统 进行 分 类 的 研究 始 于 Furstenberg(1967) 开创 性 的 工作 . IJLE, 
人 们 利用 回复 时 间 集 对 传递 系统 进行 了 更 加 广泛 的 分 类 . 另外 , 近年 来 的 工作 表明 ， 
弱 不 交 性 和 系统 沿 着 某 一 子 序 列 的 复杂 性 函数 也 是 处 理 传 递 系 统 分 类 问题 十 分 有 
效 的 方法 .本 章 将 研究 传递 系统 的 这 三 种 分 类 方式 以 及 它们 之 间 深 刻 的 内 在 联系 . 
在 此 过 程 中 我 们 将 发 现 , 动力 系统 的 分 类 问题 与 组 合 数学 、 调 和 分 析 以 及 拓扑 群 的 
一 般 理论 等 都 有 着 深刻 的 联系 . 


§8.1 复杂 性 函数 和 复杂 性 串 


在 前 面 三 章 中 我 们 已 经 看 到 , HIME —-TTOAAMHAAER. 对 于 给 定 
的 动力 系统 , 为 了 定义 一 个 有 限 开 覆盖 U HR, 我 们 考虑 NV o TU), BERS 
随 着 ”趋向 于 无 穷 而 成 指数 增长 . 受 此 启发 , Blanchard, Host 和 Maass(2000) 引入 

定义 8.1.1 设 (X,T) 为 一 个 拓扑 动力 系统 ，L AX 的 一 个 有 限 禾 盖 . 定义 
C(n) =C(U,n) = Nyt T'U) AU 的 复杂 性 函数 , 并 记 CU) = lim CU, n). 

作为 第 一 个 应 用 , 我 们 用 复杂 性 函数 来 刻画 等 度 连 续 性 . 

定理 8.1.2 动力 系统 (X, T) 为 等 度 连续 的 当 且 仅 当 对 于 所 有 的 开 窗 盖 U, 
CU,n) 为 有 界 的 . 

证 明 ”首先 假设 (X,T) 是 等 度 连续 的 . Re > 0 为 有 限 开 覆盖 U 的 一 个 
Lebesgue 数 . 由 等 度 连续 性 , 存在 e/2 > > 0, 使 得 如 果 d(x,y) <n, 那么 对 所 有 的 
n € N, 均 成 立 d(T"z,T"y) < e/2. 选取 z1,… er, 使 得 UL, Bn(zi) = X. BSE 
连续 性 知 , TB, (xi) C Bej2(TIxi),Vj € N, 进而 由 的 选取 知 , 存在 Ui,; EU, 使 得 
Bej2(TIzi) C Uig. 因此 , 对 于 任意 的 n, 都 有 

Baye [| TU 
0<j<n—1 
ERROR {Nocera Tig :0 <i< k) ERU 的 一 个 具有 大 个 元 素 的 子 
Bm, Hk 与 n 无关. 这 就 说 明了 CU,n) < k. 
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反之 , 假设 对 于 所 有 的 开 覆 盖 U, C {Un} BR. 如 果 不 为 等 度 连 续 的 ， 
NEE e > 0 和 z < X, 使 得 对 于 所 有 的 7 > 0, 都 能 找到 ye X 和 meN 满 
足 dlz,g) < 了 且 dnzT"g) > e. 设 U 为 X 的 一 个 由 半径 为 7 的 开 球 组 成 
的 有 限 开 覆盖 , HU = {U ,Us} 为 由 中 元 素 的 闭 包 所 形成 的 覆盖 . 显然 
U <U, 因此 {CU,n)} AR. 于 是 存在 X 的 一 个 有 限 闭 覆 盖 {X1,…,X。}, 使 得 
Kel as Ug EU( 作 为 习题 ) 那么 由 U 的 定义 可 知 , 如 果 y 和 z 属于 同 
一 个 Xi, 那么 d(Tiy, Tiz) < Svj > 0. 

tn > 0 趋 近 于 0. 选取 yn © X, 使 得 d(z,yn) < Tn, 并 且 具 有 整数 kn, 使 
得 d(T'2,Ty,) > e. 通过 选取 子 列 , 不 妨 假设 所 有 的 yn 属于 同一 个 X: 因此 
ze Xi, 因为 Xi 为 闭 的 . RAST dTe, Tyn) < e/2, 与 kn MHRA. O 

FFI, 我 们 考虑 沿 着 某 个 给 定 的 A e Fine 的 复杂 性 函数 . 设 4 = 
{ai < a2 <--:} E Fine, 定义 


Ca(U,n) = N( V Tu) IR CAU) = lim N( V Tu). 


易 见 , 如 果 Ay, Ao € Fing 满足 A1 C Ao, BBA Ca, (U) = 含 了 Ca, U) = 

WS E Fins, 我 们 首先 来 定义 和 研究 S 扩散 和 S HE, aE AR 
下 引入 三 扩散 的 概念 . 如 此 同时 , 也 将 讨论 复杂 性 串 的 概念 . 

回忆 一 下 , 一 个 开 覆 盖 U 称 为 非 平凡 的 , WRU 中 的 每 个 元 素 都 不 是 稠密 的 ; 
称 它 为 标准 的 , 如 果 它 是 一 个 由 两 个 元 素 构 成 的 非 平凡 的 开 履 盖 . 

定义 8.1.3” 设 (X,T) 为 一 个 动力 系统, SE Fin. 

(1) 称 (X,T) 是 S 等 度 连续 的 , 如 果 对 于 任意 的 E > 0, 都 存在 6 > 0, 使 得 只 要 
rye X AR d(x,y) < 6, 那么 对 所 有 的 si € S, 都 成 立 d(T (x), T (y)) < €; 

(2) 称 (X,T) 是 S 扩散 的 , 如 果 对 于 X 的 每 个 非 平 凡 的 有 限 开 禾 盖 U, 都 有 
Cs(U) = 

(3) 设 下 为 一 个 族 , 称 (X,T) 为 PR, 如 果 对 任意 的 SEF, (XT) 都 是 
S 扩散 的 ; 

(4) &n>2,—hn # (Zi)? e Xm 称 为 相对 于 S 的 一 个 n BRER, vR 
{rx}, 中 至 少 有 两 个 点 不 同 , 并 且 当 Uj 为 相 异 的 zj 的 互 不 相交 的 闭 邻 域 时 , MA 
BU ={US:1< 5 <n} 满足 CA(U) = +oo. 一 个 2 事 也 称 为 是 一 个 对 . 

用 Com3(X, T) 表示 (X,T) 的 所 有 相对 于 S 的 nn 复杂 性 串 的 全 体 , 并 记 Coms 
(X,T) = Com3(X,T). 由 定义 易 有 如 下 性 质 : 

命题 8.1.4 R (X,T) 为 一 个 动力 系统 ,9 E Finf. 那么 

(1) (X,T) AS 扩散 的 当 且 仅 当 对 于 任意 的 见 2, Com3(X,T) = X" \ An: 

(2) Coms(X, T) = X2\As 当 且 仅 当 对 于 每 个 标准 开 和 覆盖 U, Cs(U) = +00; 
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(3) BF 为 一 个 族 ,， 那么 (XT) RF 扩散 的 当 且 仅 当 对 于 任意 的 SCF fe 
n > 2, Comg(X,T) = X” \ An. 

RUT HBL, 有 

命题 8.1.5 H (X,T) 为 一 个 动力 系统 , HAS € Fine. 

(1) 如 果 开 禾 盖 7 满足 Cs(7) = +0, 那么 存在 一 个 标准 覆盖 U, 使 得 CsU) = 
+00; 

(2) 如 果 U = {U,V} A-PFMAABLAR CsU) = +00, 那么 Ue x VS 中 含有 
一 个 3 复杂 性 对 ; 

(3) Comb (X, T) U An 是 一 个 采集 ; 

(4) & a: (X,T) 一 (Y,S) 为 一 个 因子 映射 ， 

(i) 如 果 (zi)? € ComG(X,T) LAŽA i £ j, n(x) F 7(Zj) RÈ, 那么 
(r(zi)) E€ Coms(Y, S); 

(ii) 如 果 (yi)? € Com3(Y,S), 那么 存在 (xi)? E€ ComG(X,T), 使 得 (zi) = 
yi, 1=1,2,-+-,n, 特别 地 , Comz (X, T) U An AT™ REM. 

注 记 8.1.6 WHA SEF, 相对 于 S 的 n 复杂 性 事 具 有 提升 性 质 ,3 扩 
散 性 质 在 因子 映射 和 几乎 一 对 一 扩充 下 保持 . 进而 , F 扩散 也 在 因子 映射 和 几乎 一 
对 一 扩充 下 保持 . 

有 时 我 们 需要 考虑 同 胚 映射 , 下 面 的 引 理 就 变 得 十 分 有 用 . 

引 理 8.1.7 设 (X,T) 为 一 个 动力 系统 , n> 2, A € Finf. 那么 Com%(X,T) = 
X"\ A,(X) 当 且 仅 当 Com? (X, T) = X"\ A,(X), 这 里 , (X,T) 为 (X,T) 的 自然 

证 明 ”由 命题 8.1.5, 我 们 只 要 证 明 必 要 性 . 故 假设 Com (X,T) = X"\An(X). 

任 取 (yi,y2,… Yn) © X” \ An(X), 设 vi = (i 1,2,---,n). 对 于 
任意 给 定 的 e > 0, KN EN, 使 得 diam(X)- X 5 seH (ruaa) E X" 

i=N 

\An(X). 由 于 (UP, ug, yN) € Comh (X, T), MF AFB pw : (X, T) > (X,T), 
FETE yl € pp (UN) 满足 (U yh yh) € Comh (X, T). AW pn (ui) = pn lyi), E N 
的 选取 可 得 到 dr(y},yi) < e. & e — 0, HF Comy(X,T)UAn(Xr) 是 一 个 闭 集 , 便 
有 (yi1,92，… Yn) € Comh (X, T). 这 样 便 证 明了 Comh (X, T) = X7"\A,(X). O 

因此 对 于 任意 的 S E Fin, 系统 是 5 扩散 的 当 且 仅 当 它 的 自然 扩充 是 9 扩散 
的 . 进而 , 对 于 任意 的 族 F(X,T) 是 大 扩 散 的 当 且 仅 当 它 的 目 然 扩 充 是 FT RM. 
类 似 于 定理 8.1.2, 我 们 有 如 下 关于 5 等 度 连 续 性 的 刻画 . 

命题 8.1.8” 设 (X,T) 为 一 个 动力 系统 ，S e Finf. 那么 以 下 性 质 等 价 : 

(1) (XX,T) 是 S 等 度 连续 的 ; 

(2) 对 于 X 的 任意 有 限 开 履 盖 U, CsU) < +00; 
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(3) Coms(X,T) = Ø, 即 对 于 X HH BR EAS U, CsU) < 十 co. 

证 明 (1) © (2) 的 证 明 类 似 于 定理 8.1.2,(2) e (3) 由 性 质 8.1.5 的 (1) 和 (2) 
可 以 得 到 . 口 

类 于 定理 6.2.7, 有 

定理 8.1.9 H (X,T) 为 一 个 动力 系统 ，9 E finf， 记 A(Coms(X,T)) AB 
A Coms(X,T) U As 的 最 小 的 闭 不 变 等 价 关 系 ,ro : (X,T) 一 (X0,To) = (X/A 
(Comg(X,T)),To) 为 相应 的 商 上 映射 . ABZ, (Xo, To) 为 (X,T) 的 极 大 的 S 等 度 连续 
因子 . 

习 题 8.1 

1. 设 (X,7) 为 一 个 动力 系统 , UA X 的 具有 有 界 复 杂 性 的 有 限 履 盖 . 证 明 : FE X H 
一 个 有 限 覆 盖 {Xi1,…,Xc}, 使 得 Xi = No T Uj, Uiz EU. 
. 证 明 性 质 8.1.5. 
. 证 明 : F 扩散 在 因子 映射 和 几乎 一 对 一 扩充 下 保持 . 
. 给 出 性 质 8.1.8 的 一 个 详细 证 明 . 
. 证 明定 理 8.1.9. 


N 


o A & 
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在 这 一 节 中 , 我 们 将 利用 沿 着 序列 的 复杂 性 函数 来 刻画 mild 混合 、 扩 散 和 强 
扩散 等 性 质 . 

Blanchard, Host 和 Maass 最 初 定义 扩散 是 按照 复杂 性 函数 给 出 的 (Blanchard 
etc., 2000), 即 上 一 节 中 Z} 扩散 的 定义 . 我 们 在 前 面 定义 一 个 动力 系统 为 扩散 的 ， 
是 指 它 弱 不 交 于 所 有 的 极 小 系统 . 我 们 将 在 本 节 中 将 说 明 这 两 个 定义 是 一 致 的 , 并 
且 等 价 于 下 面 这 个 表面 上 更 弱 的 条 件 : 

定义 8.2.1 ”一 个 动力 系统 称 为 2 扩散 的 , 是 指 对 任意 的 标准 徐 盖 MU， 都 有 
C(U,n) 一 +00. 

显然 Z 扩散 蕴含 了 2 扩散 . 我 们 先 证 2 扩散 蕴含 扩散 , 然后 , 在 本 节 最 后 说 明 
扩散 蕴含 Z+ 扩散 . 首先 , 我 们 需要 两 个 引 理 . 

引 理 8.2.2 2 扩散 的 系统 是 完全 传递 的 . 

证 明 ” 设 (X,T) 为 一 个 动力 系统 , U 为 一 个 有 限 覆 盖 满 足 Cr) = co. 对 于 
任意 的 有 eN, 不 难得 到 


Cr(U, kn + k) < Cre (U, n)". 


这 说 明了 (X, T) 是 2 扩散 的 蕴含 了 (X, T") 是 2 扩散 的 . 
因此 , 我 们 只 需 证 明 2 扩散 列 含 传递 性 (证 明 留 作 习 题 ). 口 
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引 理 8.2.3 R (X,T) 5 (Y,S) BRR. BA (X,T) 5 (Y,S) BRR. 

WR Bp: X 3X HBB n PARR. 注意 到 {p (U): U AX H 
一 个 开 集 , n EN} 形成 了 X 的 一 个 拓扑 基 . 引 理 的 证 明 不 难 由 此 产生 . 口 

对 于 一 个 可 道 的 动力 系统 (XX,T), 如 果 它 为 Z 作用 下 传递 的 , 那么 也 称 为 双边 
传递 的 . BI (X,T) 为 双边 传递 的 当 且 仅 当 对 于 任意 的 非 空 开 集 U,V, Nz(U,V) = 
{n E€ Z: UNTV ¢ O} RZ. 现在 我 们 可 以 证 明 

定理 8.2.4 2FRBATHR. 

证 明 ”由 于 2 扩散 蕴含 了 完全 传递 性 ( 引 理 8.2.2), 我 们 只 需 证 明 : 一 个 完全 
传递 的 系统 如 果 不 是 扩散 的 , 那么 它 不 是 2 扩散 的 . 由 引 理 8.1.7 和 8.2.3, 一 个 动力 
系统 是 2 扩散 的 (或 者 扩散 的 ) 当 且 仅 当 它 的 自然 扩充 是 2 扩散 的 (或 者 扩散 的 ). 
于 是 我 们 可 以 假设 (X,T) 是 一 个 可 道 的 完全 传递 的 动力 系统 . 

如 果 (X,T) 不 为 扩散 的 . 那么 由 引 理 8.2.3, 存在 一 个 可 逆 的 极 小 系统 (Y, 5)， 
使 得 (X x Y,T x S) 不 为 传递 的 . 由 于 (X,T) 是 完全 传递 的 , X 没有 孤立 点 , 进而 
X xY 也 没有 孤立 点 . 又 因为 Tx5 是 一 个 同 胚 , (X xY,T 了 x5) 不 为 双边 传递 的 . 故 
AX 的 非 空 开 集 U, U 和 了 ASEH VA, Vo, 使 得 Nz(U x Vi, U2 x Va) = Ø, 
这 里 Nz(UVi x Vi, U2 x V2) = {n € Z: U2 xWN(TxS)" (UU x Vi) # Ø}. 

由 于 (Y, 5) 是 一 个 极 小 的 同 胚 , 因此 存在 m e Z, 使 得 V =V nT. 取 
X 的 内 点 非 空 的 不 交 闭 集 Wi, Wo, 使 得 Wi CU, 和 W2 CTmD2. 那么 有 


Nz(W1, W2) N Nz(V, V) Z Nz(Uı x Vi, (T x S)"U2 x V2) = ©, 


选取 y € Trans N V = V, ##4 A = Ny, V) = {Qi1,02,…} C Z4. 不 难 验 
WE: Nz(V,V) = (A — A); = {a-—b: a,b € A}. Zu U = {X \ W, X \ W} Æ 
成 X 的 一 个 标准 覆盖 . 因为 Nz(Wi,W2) N (A 一 4)z = 3, 则 对 任意 的 i,j €N, 
WNT (S-OW, = Ø, m TAW, cT (X \ We). 

wee X AlneN, MRe gj TTX \ W), Be e Uji TW, 
那么 存在 1 < i < n 满足 ace TW. 所 以 zx ETW C Nja TX \ 
Wo), BI NV, T7 (X \ Wi) UNG T (X \ W2) = X. 于 是 , 对 于 任意 的 me RN， 
N(Vj=1 TU) = 2. 注意 到 4 是 syndetic, KEE M > 0, 使 得 对 所 有 的 ie N 都 满 
Æ ai+ı— a; S M, BẸ Ue (A +i) =N. 于 是 对 所 有 的 me N, 都 有 N(V7 0 TiU) < 
2M, 所 以 (X,T) 不 为 2 扩散 的 . 口 

为 了 刻画 mid 混合 、 扩 散 和 强 扩散 ， 我 们 需要 如 下 的 引 理 ， 首先 回忆 一 下 
Fip, Fos 和 万 abd 分 别 代 表 包 含 IP Æ, piecewise syndetic 集 和 正 上 半 Banach 
密度 集 的 集合 的 全 体 . 

引 理 8.2.5 设 久 为 一 个 紧 致 的 度量 空间 ,TT: XX 为 一 个 连续 映射 (不 必 
为 满 的 ), (Y,S) 为 一 个 动力 系统 , n: (X,T) 一 (及 9) 为 扩充 . 
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(1) 如 果 (Y,S) 为 传递 的 , MARA (XT) 的 一 个 传递 的 子 系统 (X1,T) 满足 
m(X1)=Y, 如 果 4e Fy, 那么 存在 一 个 子 集 BC A, 使 得 orb(1B,c) 为 传递 的 且 
1p # (0,0,---); 

(2) 如 果 (Y, 5) 是 一 个 卫 系统 , 那么 存在 (X,T) 的 一 个 子 卫 系统 (X1,T) 满 
KR m(X1) =Y, R A€ Fpa AX AE 万 abd, 那么 存在 一 个 已 系统 (21,0), 使 得 
Xı C orb(14,o) H 2 4 {(0,0,---)}; 

(3) 如 果 (Y,S) 为 极 小 的 , 那么 存在 (X,T) 的 一 个 极 小 的 子 系统 (XT) AR 
m(X1) = Y, 如 果 A 是 syndetic( 或 者 piecewise syndetic), 那么 存在 一 个 极 小 的 系统 
(34,0), 使 得 X C orb(14,0) 且 马 天 {(0,0, 

证 明 (1) 由 定理 1.2.10 的 证 明知 , 存在 一 个 传递 的 子 系统 (X1,T), 使 得 r : 
Xi 一 了 为 极 小 的 . 进而 当 4 E Fip 时 , 这 样 一 个 系统 (21,0) 的 存在 性 由 定理 1.2.13 
可 以 得 到 . 

(2) 设 v 为 (Y,5) 的 一 个 具有 满 支撑 的 不 变 测 度 . 由 (1) 知 , 具有 一 个 传递 的 
FA (X, T), E r: X 一 了 为 极 小 的 . 取 u 为 (X1,T) 上 的 不 变 测度 满足 
nu = v( 定 理 2.4.11). 

设 ye Trang. 那么 对 任意 的 e > 0, pr (Be(y)) = vBe(y) > 0, 进而 supp(u) N 
r*(Be(y)) # 2. Ban € supp(H) NT- (B1 (v)), ERIR tn > a. 那么 r(z) =y 
H z € supp(v). 由 7 的 极 小 性 有 z 是 Xi 的 一 个 传递 点 . 于 是 supp(u) = X. 

现在 假设 A © Fouba. 由 定理 2.5.3 的 证 明 我 们 知道 , 存在 orb(14,o) 上 的 一 个 
不 变 测度 u 使 得 KW) > 0. 故 存在 /的 遍历 分 解 中 的 一 个 元 素 yw 满足 p (i) > 0. 
FÆ suppr) 就 是 我 们 所 需要 的 系统 . 

(3) 设 A € Fos. 用 定理 1.3.6 可 知 , 存在 A! € Fx WE La € obla, oi). 那么 

O 


每 个 极 小 集 orb(14,c) C orb(14,o) 都 满足 我 们 的 要 求 . 

下 面 我 们 用 沿 着 某 些 序列 的 复杂 性 函数 来 刻画 mild 混合 、 扩 散 和 强 扩散 . 

定理 8.2.6 设 (X,7) 为 一 个 动力 系统 . 那么 以 下 命题 等 价 : 

(1) (X,T) 是 mild 混合 的 , 即 (X,T) 弱 不 交 于 所 有 的 传递 系统 ; 

(2) FF X 的 任意 标准 徐 盖 和 任意 的 A € Fip, CAU) = +00; 

(3) (X,T) 为 Fip 扩散 的 ; 

(4) (X,T) 为 (Fip 一 Fip)" 传递 的 . 

证 明 (1) e (4) 由 定理 1.4.11 可 以 得 到 . (3) > (2) 是 显然 的 . 通过 定理 8.2.4 
证 明 中 类 似 的 讨论 我 们 可 以 得 到 (2) > (1). 于 是 只 需 证 明 (1) = (3). 

下 面 均 假 设 了 为 一 个 同 胚 . 对 于 一 般 的 情形 , 根据 引 理 8.2.3 和 注 记 8.1.6, 我 
们 可 以 运用 自然 扩充 完成 所 有 证 明 . 

WU = {Ui,U2,-+-,Un} 是 和 X 的 一 个 非 平凡 的 闭 覆 盖 ,4 © Fip 满足 CAU) < 
+00. 不 失 一 般 性 , Ri IP Æ A H pipz, EN ER, RFP Pi+l > pitpet---+pi. 


. 232 . 第 8 章 传递 系统 的 分 类 


让 Oy = {1,2,…,k}2+ 上 赋予 转移 on, Q = {0,1}2+ 上 赋予 转移 o. 设 14 eg 为 
A 的 特征 函数 , 即 14( = 1 当 且 仅 当 ie A. 对 于 任意 的 we QR 和 se9, 取 
J*(w, 8) = NES T Uwa sa) XE Uo = X 

由 Ca(U) < +00, 存在 m > 1 Al wi,w3,…,w? E Ox, 使 得 


TE 


J* (we, 1a) = X. (8.2.1) 


j=1 


这 是 因为 : 设 m = CAU), Ha(n) 为 满足 Ua Nio T Uw 011440) =X Wms 
(wi, Ww2,… ,wm) 的 全 体 , 这 里 wj E On. 由 m 的 选取 知 , 集合 Ha(n) 是 ?8 的 非 空 
子 集 . 显然 Ha(n) c Ha(n 一 1). 因此 , 下 降 闭 子 集 列 的 交 Ha = NIR Han) 至 少 
包含 了 一 个 m EP (wi,…,wm). 易 见 


m 


m 
Uy “(07,14) = lim U 


j=l 


N PUso) =X. 
¿=0 


定义 H 为 满足 如 下 条 件 的 m+1 串 (w4,- nie , Wm, $) € Or xQ 的 全 体 : 
U J*(w;,8) = X. (8.2.2) 


根据 我 们 刚才 进行 的 讨论 知 H 不 空 , 下 面 说 明 H 是 闭 的 . 设 (ww, s”) 
€ H, n € N 收敛 于 (wi,…,wm,;s).， 因为 对 任意 的 n c N, 都 有 Un, ‘Ques 
T Uuras = X, 故 UT Nizo T Usasa) = X. HE 1 > 0, 4 n > +00, 
可 以 得 到 U Nio T Uw, a) = X. 再 令 1 一 +00, 不 难 发 现 (8.2.2) 对 
(wi,… ,wm;5) WAL. 

设 QZ xO 上 的 转移 为 S = ok x .… x ok Xo. 不 难 验证 S(H) CH. 由 于 4 是 
一 个 卫 集 ， are 8.2.5 Al, 存在 一 个 传递 的 系统 (Y, 0) WE Y C cl(orb(14,0)) 且 
Y # {(0,0,---,0,--)}. Rr: H >Q ARH. AH nos = oon, M Sr (7)) C 

x-1(Y). 

因为 (of ,wo ,1a) € H, Y =a 1(Y)) 且 xoS=oo7, 由 引 理 8.2.5 知 ， 

存在 (r-1(Y), S) 的 一 个 传递 的 子 系统 (S, S), 使 得 t(D) = 了 . 对 于 1<ig<m, 设 


Kj = {((w1, ,Wm, 8), £) EBX X : x ET (wi,s)}. 


下 面 说 明 K; S Ex X 的 一 个 S xT 不 变 的 闭 子 集 . 
In € Aer Us w? (i)s" (i)» 所 以 对 任意 的 n,l € N, 都 有 In E Meat Troni 
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国定 1 > 0, $n 一 +00, 就 有 ze (iL, T Uw sa F 1 一 +co， 得 到 
ze NEST Unosi BY (wumshz) € Ky. FE Ki AAW. 为 了 证 
BA K; 的 不 变性 , 设 ((wi,:…,wm,s),7) € Kj. Arze STUKO 这 
意味 着 Tr € 门卫 D06 asa 也 就 是 说 , Tx e AD T Uwos B 
((ak201…,GktUm 08), T£) € Kj. 

ly Y A {(0,0,---)}, 选取 (wi,…,wm,s) € X WE s A (0,0,---,0,---). A 
假设 s(0) = 1. 注意 到 {(w1,  , wm, 8) }x(X\Uw,(0)) NK; = 3, MAK i = 1,2,---,m 
时 , Ki; # Dx X. 

因为 (8.2.2) 成 立 , 有 UI, Ki = Dx X, 于 是 存在 一 个 i 使 得 K; 具有 非 空 的 
AR. 又 因为 Ki BREW KAY xX, 从 而 (2x X,S x 了) 不 为 传递 的 . 这 与 
X 是 mild 混合 的 假设 矛盾 . 口 

定理 8.2.7 i (X,T) 为 一 个 动力 系统 . 那么 以 下 命题 等 价 : 

(1) (X,T) 为 强 扩散 的 , 即 它 弱 不 交 于 任何 一 个 也 系统 ; 

(2) 对 于 X Oe RIERA SU 和 任意 的 AC fpuba 或 者 Foua, Ca(U) = +00; 

(3) (X,T) A 万 aubd 扩散 的 或 者 万 ua 扩散 的 ; 

(4) (X,T) X Poincaré 传递 的 . 

证 明 “利用 引 理 8.2.5, 重复 进行 定理 8.2.6 的 证 明 过 程 可 以 得 到 (1) e (2) 全 
(3). (1) © (4) 由 定理 4.4.7 得 到 . 口 

最 后 我 们 有 

定理 8.2.8 i (X,T) 为 一 个 动力 系统 . 那么 以 下 命题 等 价 : 

(1) (X,T) 为 扩散 的 ; 

(2) 对 于 X 的 任意 标准 覆盖 U 和 任意 的 ACF, RH Fps, CA(U) = +00; 

(3) (X,T) 为 五 扩散 的 或 者 Fps 扩散 的 ; 

(4) (X,T) 是 回复 集 传递 的 . 

证 明 ”利用 引 理 8.2.5, 重复 进行 定理 8.2.6 的 证 明 过 程 可 以 得 到 (1) e (2) 伟 
(3). (1) > (4) 由 定理 4.4.8 得 到 . 口 

综合 定理 8.2.4 及 定理 8.2.8, 我 们 得 到 2 扩散 、Z+ 扩散 和 扩散 是 相互 等 价 的 
三 个 概念 . PERM, 对 于 一 个 族 C Fins, 


Finf 扩 散 C FSR CPR. 


最 后 我 们 以 一 个 未 解决 问题 来 结束 本 节 的 讨论 ， 
问题 8.2.9 ”极端 扩散 是 否 也 有 着 类 似 的 刻画 ? 
习 题 8.2 
1. 证 明 2 扩散 蕴含 了 传递 性 . 提示 : 参见 文献 (Blanchard etc., 2000) 
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2. 完成 引 理 8.2.3 的 证 明 . 

3. mw: X >Y W (X,T) Al (Y, S) 之 间 的 一 个 因子 映射 . 证 明 : 如果 u E M(X,T), 
那么 x(supp(1)) = supp(71). 

4 设 (XT) 为 一 个 传递 的 动力 系统 . WEA: (X,T) 不 为 Fe 传递 的 当 且 仅 当 存在 一 个 
闭 不 变 的 真子 集 A, 使 得 如 果 闭 子 集 BY 4 交 为 空 , 那么 N(B, B) 不 为 syndetic. 提示 : 如 
RU 为 一 个 非 空 开 子 集 满足 N(U,U) 不 为 syndetic, 那么 可 以 取 A= X\UL TU. 

5. Bm: (XT) 一 (Y,5) 为 一 个 极 小 的 因子 映射 . 证 明 : 如 果 (Y, 5) 为 五 传递 的 , BB 
Z (X,T) 亦 然 . 提示 : 利用 8.2.4. 

6. 如 果 对 于 任意 的 标准 覆盖 U 和 任意 的 5 < Fine 都 有 Cs(U) = oo, MARETE 
了 Fine 扩散 (这 是 一 个 仍 没有 解决 的 问题 )? 


§8.3 极 小 的 三 扩散 系统 


我 们 已 经 证 明了 : 一 个 拓扑 动力 系统 为 弱 混 合 的 当 且 仅 当 它 为 五 传递 的 , 为 
mild 混合 的 当 且 仅 当 为 (Fip 一 Fip)* 传递 的 . 

设 (X,B,u,T) 为 一 个 保 测 动力 系统 . RMA: 它 为 弱 混 合 的 当 且 仅 当 对 所 
AH A,B € B, Fa —limp(ANT~"B) = p(A)u(B), EW mild 混合 的 当 且 仅 当 对 
所 有 的 A, B € B, Fx, —limp(ANT~"B) = w(A)u(B). 

拓扑 动力 系统 和 保 测 动力 系统 中 的 结果 有 很 多 类 似 之 处 , 特别 是 极 小 的 拓扑 动 
力 系统 和 遍历 的 保 测 动力 系统 中 的 结果 有 着 更 多 类 似 之 处 . 例如 , 一 个 遍历 的 保 测 
动力 系统 是 弱 混 合 的 当 且 仅 当 它 没有 具有 离散 谱 的 非 平凡 的 因子 (87.1 习题 ); 一 个 
极 小 的 拓扑 动力 系统 是 弱 混 合 的 当 且 仅 当 它 没 有 具有 拓扑 离散 谱 的 ( 即 等 度 连 续 
的 ) 非 平凡 的 因子 (第 9 章 ). 因此 , 一 个 自然 的 问题 是 : 对 于 极 小 的 弱 混 合 系统 和 极 
小 的 mild 混合 系统 , 它们 的 回复 时 间 集 是 否 类 似 于 遍历 论 中 的 情况 ? 我 们 在 这 节 
证 明 , 事实 上 一 个 极 小 的 系统 为 弱 混 合 的 当 且 仅 当 它 为 Fwa 传递 的 ; 为 mild 混合 
的 当 且 仅 当 它 为 Fe 传递 的 . 在 证 明 这 些 结论 的 时 候 , 我 们 还 得 到 了 一 些 自身 很 有 
意思 的 结论 , 例如 , 我 们 发 现 , 一 个 极 小 的 动力 系统 为 Fir 扩散 的 当 且 仅 当 它 为 强 
混合 的 . 

首先 推广 局 部 proximal 关系 的 定义 : 

定义 8.3.1 H (X,T) 为 一 个 可 逆 的 动力 系统 , 9 € Finf, 且 n 之 2. 定义 

Q(X, T) = {(21, £2, +, In) E€ X” : V Ti 的 邻 域 Uy, Ve > 0, 3 r; € Uz,, 
Ime 5, 使 得 sup d(T ™z,,T~ 2) < €}. 


1<k,l<n 


下 面 的 结果 给 出 了 Coms(X,T) 和 Q3(X,T) 之 间 的 关系 . 
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引 理 8.3.2 i (X,T) 为 一 个 可 逆 的 动力 系统 ，9 € Jinf Ln > A 
Com3(X,T) c Q}R(X,T). 

证 明 ik (21,22, , 2n) 4 Q3(X,T). 那么 存在 zi 的 邻 域 U: 满足 Ni = 
D HI e > 0, 使 得 对 于 任意 的 zf e U: 和 任意 的 me S, 都 有 

sup d(T ™2x,,T~™z)) >€. 
1<gk,l<en 

由 XX 的 紧 致 性 知 , 存在 一 个 覆盖 {C1,C2,… ,Cx} 满足 如 下 的 性 质 : 

(1) C; 为 闭 的 、 内 部 非 空 且 对 于 任意 的 i= 1,2,---,k BA diam(C;) < 5 

(2) z; € int(C;), i =1,2,---,n; 

(3) Ci C Ui, i= 1,2,: 

我 们 断言 : NE i € {1,2,---,k} M m € S, 存在 1 < ji <n, 使 得 
Tm(Ci) NC = 8， 否则 , WHER ie T 存在 z; e Ci Al me S, 使 得 
P(e) Cj, pH 1, 2,222 pm: 因此 

sup d(T~™(T™z),),T ™(T™z})) >e, 
1<gk,lgn 
这 与 条 件 diam(Ci) < 5 矛盾 . 

AU = {09,05,…,Cs}. 那么 对 每 个 Ci 都 能 找到 一 个 志 e {1,2,---,n}°, 使 
得 Ci C Nees TCE) 因此 Cs(U) < k. 于 是 (21, 22,-+:, tn) Z Comb (X, T), 从 而 
Com?(X,T) C Q3(X,T). 口 

现在 我 们 可 以 证 明 : 

定理 8.3.3 BFC Fins 为 一 个 族 ,(X,T) 为 一 个 极 小 的 动力 系统 . 如 果 (X,T) 
为 下 扩散 的 , 那么 (X,T) 为 KF 传递 的 . 

证 明 ”由 引 理 8.1.7 我 们 知道 : 一 个 动力 系统 为 下 扩散 的 当 且 仅 当 它 的 自然 
扩充 为 F 扩散 的 . 因此 可 假设 T 为 一 个 同 胚 , 且 设 (X,T) 为 非 平凡 的 . 下 面 证 明 : 
对 于 XX 的 任意 两 个 非 空 开 集 U 和 V, BBA N(U, V) © kF. 

由 于 (X,T) 为 极 小 的 , FE N EN, 使 得 Uro T'U = X. 设 eV. 对 于 任 
FH AEF, 由 性 质 8.1.4 有 (zx,Tzx,…,TN-1z) € Com (X,T), 进而 由 引 理 8.3.2 
有 (z, TY,… ,TN-17z) e QN(X,T). 设 ô > 0 为 开 覆 盖 {U,TU,…,TN-1U} 的 一 个 
Lebesgue 数 . & 


S={n € Z4 : 3r; €T'V,i=0,1,---,N — 1, 使 得 


sup d(T "zrk, T "zr) < 6}. 
O<k,I<N-1 


因为 对 任意 的 Ac F, 都 有 (2, Tx,---,TX-1x) € QX (X, T), MU SNA. 
因此 S Ee kF. thn e S, 那么 存在 zi € TiV, i = 0,1,…,N — 1, 使 得 
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diam{T~"z9,T~"21,---,T-"zn_i} < 6. 所 以 , 存在 0<k<N 一 1 满足 {T-"zo， 
T-”z1,:-, T £y} C TEU. 特别 地 , Tz € TEU. i TTV ATEU 4 ©, Bp 
T-V NU # Ø. 这 说 明 SC N(U,V), 所 以 N(U, V) E kF. 由 UV 的 任意 性 , 就 有 
(X, T) X kF 传递 的 . 口 

需要 指出 的 是 , 定理 8.3.3 对 E 系统 不 成 立 (更 不 用 说 一 般 的 传递 系统 了 ), 参见 
文献 (Blanchard, 1992). 文献 (Yang, 2004) 的 主要 结果 说 明 , 如 果 动 力 系统 (X,T) 
WRF 混合 的 , 那么 (X,T) AF PR. 现在 我 们 给 出 一 个 简单 的 证 明 , 并 指出 在 
极 小 性 的 假设 下 道 命题 也 成 立 . 

定理 8.3.4 H (X,T) 为 一 个 动力 系统 ,下 为 一 个 满 的 族 . 

(1) ##R(X,T) A kF RAK, 那么 (X,T) AF TRH; 

(2) 如 果 (X,T) 为 极 小 的 , 那么 它 为 下 扩散 的 当 且 仅 当 它 为 k 夏 混合 的 . 

证 明 ”首先 我 们 证 明 (1). 设 (X,T) 为 k 混合 的 . ATHER (X,T) AFD 
BAN, 只 要 说 明 对 于 任意 的 Se 下 和 n>2, 都 有 Com3(X,T) = X"\ An. 因为 
(X,T) 为 弱 混 合 的 , 我 们 有 如 下 的 事实 (*): 对 于 X 的 任意 非 空 开 集 U, U2, Vi 和 
V2, 存在 非 空 开 集 Ze 和 V3, 使 得 N(U1,Vi) A. N(U2, V2) 2 N(Us, V3) (E 1.4.4). 

固定 Se 大 和 7m>2. 设 (71,72,…,Tn) E X” \ An Ui 为 zi 的 一 个 团 邻 域 ， 
i 二 1,2,…,n 满足 当 zi = z; 时 , U; = Uj, 且 当 zi 42; 时 , Ui 由 Uj; = 2. 我 们 将 寻 
找 0< <to<… WE ti € S, 使 得 对 于 任意 的 meN Al se {1,2,---,n}”, 都 有 
TU NE Usa FS: 

选取 t 53 满足 t > 0. 由 事实 (*) A, A =: (Ns 1 N(T-“U;,U;) E€ kF. A 
FANSE Fn, Rt EAS WE t > t. BERIECARAJ O<ti < <t 
满足 所 要 求 的 性 质 . 由 事实 (*) 知 


Fig. = N N(T "Usm N NAT EUs), Ui) € kF. 
s€{1,2,---,n}!,2=1,2,---,n 

因为 Fini NS E Fine, WER try E€ Fig. OS WE tiy > te. ABA ti, tin. 满足 所 
要 求 的 性 质 . 

设 Uu = {Uf,U53,---, Ug}. & TRE Card{fzl 72，…，, Tn}. 显然 r 之 2, 不 妨 设 
ZX1, 7X72,"… ,Zr 是 两 两 不 同 的 . 那么 U = {Df, 03 -US HE KEN. 对 于 任意 
的 se {L2……r}, 取 zse 站 -iT5(0s0). 设 Xs = {zs :se{l2 pr 
对 于 所 有 的 te {1,2,---,r}", 都 有 |N- T- “Ug, N Xs| = (r 一 1)*， 结 合 事实 
[Xs = rk, BEI NVa THU) > (ZL). 由 U: 的 任意 性 知 (z1,22,…, tn) € 
Com3(X, 了 T), 故 Com3(X,T) = X” \ An. 这 就 完成 了 (1) 的 证 明 . 

为 了 证 明 (2), RI FUERA: 如 果 (X,7) 为 极 小 的 且 三 扩散 的 , BACH kF k 
合 的 . 设 (X,T) 为 大 扩散 的 . 由 定理 8.3.3, (X,T) WRF 传递 的 . (X,T) BRAT 
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散 的 . AA (X,T) 为 极 小 的 ,(X,T) 为 弱 混 合 的 . 于 是 由 定理 4.4.4, 有 (X,T) ARF 
混合 的 . o 
一 个 动力 系统 称 为 满 扩 散 的 , 如 果 它 为 Fine 扩散 的 . 将 定理 8.3.4 应 用 到 某 些 
特殊 的 族 , 可 以 得 到 在 极 小 性 的 假设 下 满 扩 散 、mild 混合 和 弱 混 合 的 回复 时 间 集 刻 
H. 设 (X,T) 为 一 个 动力 系统 , 由 定理 8.2.6~ 定理 8.2.8 我 们 知道 : (X,T) 为 mild 
混合 的 当 且 仅 当 它 为 Fip 扩散 的 ; (X,T) 为 强 扩散 的 当 且 仅 当 它 为 Fpuba 扩散 的 ; 
(X,T) 扩散 的 当 且 仅 当 它 为 Fos 扩散 的 . 我 们 定义 一 个 动力 系统 称 为 弱 扩 散 的 , 如 
果 它 和 所 有 的 极 小 的 等 度 连 续 系统 弱 不 交 . 下 面 来 证 明 
定理 8.3.5 i (X,T) 为 一 个 极 小 的 动力 系统 . 那么 
(1) (X,T) 为 满 扩 散 的 当 且 仅 当 它 为 强 混合 的 ; 
(2) (X,T) 为 mild 混合 当 且 仅 当 它 为 IP” 传递 的 ; 
(3) 以 下 命题 等 价 : 
(i) (X,T) 为 弱 混 合 的 ; 
(ii) (X,T) 为 弱 扩 散 的 ; 
(iii) (X,T) 为 Fibdl 传递 的 . 
证 明 (1) 因为 Fine 为 一 个 满 的 族 且 族 kfine 就 是 有 限 余 集 族 , 由 定理 8.3.4 
A(X, T) 为 满 扩 散 的 当 且 仪 当 它 为 强 混 合 的 . 
(2) 对 满 的 族 Fip 应 用 定理 8.3.4, 就 有 (X,T) A mild 混合 当 且 仅 当 它 为 IP* 
混合 的 . 因为 IP* 是 一 个 滤 子 , 所 以 (X,T) 为 mild 混合 当 且 仅 当 它 为 IP* 传递 的 . 
(3) 由 于 对 于 一 个 极 小 的 动力 系统 , 强 扩散 (或 者 弱 扩 散 ) 等 价 于 弱 混 合 , 我 们 
只 需 证 明 :(X,T) 为 强 扩散 的 当 且 仅 当 它 为 Fwar 传递 的 . 因为 Fpuba 是 一 个 满 的 
WRAL kFpuba = 万 bul, 由 定理 8.3.4 知 , (X,T) 为 强 扩散 的 当 且 仅 当 它 为 Poa 混合 
的 . 最 后 , 一 个 动力 系统 为 Fa 混合 的 当 且 仅 当 它 为 万 bul 传递 的 . 因此 (X,T) 为 
强 扩散 的 当 且 仅 当 (X,T) 为 Fibdl 传递 的 . g 
注 记 8.3.6 ”测度 意义 下 的 mild 混合 的 定义 由 Furstenberg 和 Weiss(1978) 中 
给 出 ，Glasner-Weiss(2004) 证 明了 : 如 果 (X,T) 上 具有 一 个 满 支 撑 的 不 变 测 度 p, 
使 得 (X,p,T) 为 mild 混合 的 , 那么 (X,T) 为 mild 混合 的 . 
习 题 8.3 
1. EH: WR (X,T) 为 弱 混 合 的 , 那么 对 任意 的 n> 2, 都 有 Q8"(X,T) = Q7, (X,T) = 
XX 
2. 证 明 : 如 果 (X,T) 为 一 个 极 小 的 动力 系统 , 那么 Com(X,T) = Q(X,T) \ Ac. 在 
相同 的 假设 下 证 明 , 对 于 任意 的 n > 2, 都 有 Com™(X,T) = Q"(X,T)\ A™ 成 立 , 这 里 


A™ = {(£1, ,zn) : zi = zj 对 某 个 i A j} 提示: 参见 文献 (Blanchard etc., 2000; 
Huang- Ye, 2002a). 
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3. 对 于 一 个 极 小 的 动力 系统 (X,T), QX, T) 是 一 个 等 价 关系 ( 见 第 9 章 ). 是 否 对 于 任 
意 的 A e Fip, Qa(X,T) 都 是 一 个 等 价 关系 ? 

4. 设 (X,7) 为 一 个 极 小 的 动力 系统 且 对 所 有 的 A e Fip 都 满足 8a(X,T) = X°. 是 否 
对 于 所 有 的 A e Fip 都 有 QAX, T) = X”, 即 (X,T) 是 否 为 mild 混合 ? 

5. 对 于 怎样 的 A © Fint, Com3(X,T) = Q%(X,T) \ A" 对 于 所 有 的 n> 2 和 任意 的 极 
小 的 动力 系统 都 成 立 ? TE: 这 个 问题 至 今 没 有 解决 , 我 们 猜测 它 对 任意 的 A e Fip 都 成 立 . 


88.4 一 些 例子 
我 们 已 经 定义 了 弱 混合 、 极 端 扩散 、 强 扩散 、 扩 散 和 弱 扩散 . 由 前 面 的 结果 知 


弱 混 合 C 极 端 扩 散 CC 强 扩 散 C 扩散 
CHP RM C 完全 传递 性 C 传递 性 . 


本 节 将 构造 一 些 例子 来 说 明 : 弱 混 合 、 极 端 扩 散 和 强 扩散 是 不 同 的 动力 学 性 质 . 然 
m, 现在 还 不 清楚 强 扩散 、 扩 散 和 弱 扩 散 是 否 是 相同 的 动力 学 性 质 , 我 们 将 在 本 章 
的 最 后 一 节 中 回 到 这 个 问题 上 来 . 

首先 , 我 们 将 构造 一 个 极端 扩散 的 但 不 为 弱 混 合 的 例子 . 为 此 , 我 们 需要 一 些 引 
理 来 验证 一 个 动力 系统 是 极端 扩散 的 , 但 不 是 弱 混 合 的 . 简单 地 说 , 存在 这 样 的 一 
个 例子 的 主要 原因 是 : 并 不 是 每 个 syndetic 子 集 都 能 够 被 一 个 动力 系统 实现 ( 引 理 
8.4.2). 第 一 个 引 理 可 以 看 作 是 弱 混 合 的 另外 一 个 刻画 . 

引 理 8.4.1 i (X,T) 为 一 个 传递 的 动力 系统 . 如 果 对 X SIRES HRV, 
均 存 在 s = sy E Z4, 使 得 s,s 十 1E€EN(U,U), BA (XT) 为 弱 混 合 的 ， 

证 明 ”由 于 (X,T) 为 弱 混 合 的 当 且 仅 当 它 为 传递 的 , 且 对 任意 的 非 空 开 集 U0， 
WWA N(U,U) 为 thick 的 , 因此 只 需 证 明 : 对 于 XX 的 任意 非 空 的 开 子 集 U, N(U,U) 
为 thick 的 . 进而 只 需 证 明 : WSR NU, U) 包含 了 长 度 为 上 的 连续 自然 数 段 , 那么 它 
包含 了 长 度 为 十 1 的 连续 自然 数 段 . 

设 a,a+1,…,a 十 k 一 1eEN(U,U), 其 中 ae Zi. 那么 UNT-CLtVUV Ø, 0< 
i 上 一 1. 由 于 (X,T) 为 传递 的 , 故 由 归纳 法 知 , 存在 toties tk-1 E€ Zy, 使 得 


(ITUA AUAA: 


Ay D = NE} T-t (UNT-C+U). 由 假设 ,存在 se Zy, E1 s,s+1 € N(D, D), 
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BR DAT“D42 HDNAT-SYD Ø. 显然 , 对 于 1 = 0,1 ,一 1 有 


(UNT-@9U) N TS (U AT CHIU) 4 Ø, 


(U A T+) n TEHDY (U n TCHY) £ Ø. 


特别 地 , XF 0 <i < k-1,U nT tty Zo BUNT Stet 4 S.A 
WA sta,statl,---,stat+k—1,s+ta+ke N(U,U). 由 上 面 的 证 明知 , 对 于 
X 的 任意 非 空 开 集 U, N(U,U) 为 thick 的 . 根据 命题 4.4.2, (X,T) AWRA. O 

下 面 的 引 理 说 明 并 不 是 每 个 syndetic 集合 都 能 够 被 动力 系统 实现 的 . 

引 理 8.4.2 i (X,T) 为 一 个 拓扑 遍历 系统 , 那么 对 于 XX 的 任意 非 空 开 集 U 
fo k €N, Ni(U) = {i € Zy : 2ki € N(U,U)} 为 syndetic 的 . 

证 明 首先 分 析 k = 1 的 情形 . 如 果 N(U,U) 不 含 奇数 , N (U) 显然 为 syndetic. 
现在 假设 奇数 a, € N(U,U), Bl Di =UNT-%U 关 2. FER m € N(Di, D1), 那么 
DiNT-mDi # .从 而 ,UNT-mUNT-(mtoDU £ Ø. BE {m,a +m} c N(U,U). 
因为 al 为 奇数 且 N(D1, D1) 为 syndetic, 于 是 Ni(U) 为 syndetic W. 

现在 假设 对 于 任意 的 1< kg< 1 和 XX 的 任意 非 空 开 集 U, Nk(U) 均 为 syndetic 
的 . 我 们 将 证 明 , 对 于 X 的 任意 非 空 开 集 U, Ni4i(U) 为 syndetic. 

如 果 NU) 不 含 奇 数 , BA W+i(Z) 显然 为 syndetic. 如 果 具 有 奇数 a € Ni(D)， 
旭 D:=UnN T-2aU AO. ASAPH, MFA m e Ni(Di), 2im,2':(m++al) c 
N(U,U). 这 说 明 对 于 任意 的 me Ni(Di),m,m 十 ar€ Ni(U). BA a 为 奇数 上 且 由 归 


纳 假设 MIDI) 为 syndetic 的 , 所 以 Ni+1ı(U) 为 syndetic 的 . 口 
下 面 的 引 理 提供 了 判定 一 个 动力 系统 为 极端 扩散 的 充分 条 件 . 
引 理 8.4.3 i (X,T) 为 一 个 传递 的 动力 系统 , z 为 它 的 一 个 传递 点 . 如果 对 


于 z 的 任意 邻 域 0 都 有 性 质 : 
(xx) 对 任意 的 mrEZ+, HH kr CN, BAF Ng, (U,r) ={n EN: 2’ n-re 
N(U,U)} A thick 49. 
ABZ (X,T) Athan eB. 
证 明 ”首先 , 假设 (Y, 5) 为 可 逆 的 拓扑 遍历 系统 . 取 U, U: AX 的 非 空 开 
集 ,Vi, V 为 Y 的 非 空 开 集 . 由 定义 


N(U, x Vi, U2 x Vo) = {n € Z4 : (T x S) "(U2 x V2) N (U1 x V1) F Ø}. 


因为 > 为 传递 点 , 那么 存在 no, k, 使 得 UV = T+ (Ug) n TEU) 为 z 的 一 个 邻 
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域 . 因此 


N(Ui x Vi, U2 x V2) 
= {n € Z4 : (T x 8S) "A, x V2) N (T x 8) (Ux V1) + Ø} 
Se (OT Oe CO ty} 
Dno + {m € Z4 : (TTU NU) x (S7 SEV N STEV) Ø}. 


由 于 (Y, S) 为 可 逆 的 传递 系统 , 故 存在 非 空 开 集 V CSV) A r EN, 使 得 
S-TV c S7(0+*) (Vy). 所 以 


N(U; x Vi, U2 x V2) D no + N(U x V,U x S7TV). 


由 性 质 (**) 知 , 存在 kr, 使 得 Nk,(U,7) 为 thick. 由 引 理 8.4.2, Nk, (V) 为 
syndetic 的 . 所 以 Nz, (U, r) N Nk, (V) £ Ø. Hem E Np.(U,r) A Ne (V). BA 
2**m—r e N(U,U) H 2**me N(V, V), 进而 


2*rm — r € N(V,S"V) n N(U,U) = N(U x V,U x SV). 


所 以 no + 2**m — r e N(U1 x Vi, Uz x Va). 

现在 假设 (Y, 5) 为 一 个 拓扑 遍历 的 系统 ,( 关 ,51) 为 YS) 的 自然 扩充 ， 那 么 
(Yi, S1) 为 一 个 可 逆 的 拓扑 遍历 系统 . 由 上 面 的 分 析 知 ,(X x Yi, T x S1) 为 传递 的 . 
AW (X x Y,T x 8S) W(X xy,,T x S1) 的 一 个 因子 , (Xx Y,T x S) 也 为 传递 
BY, BE (X, T) 为 极端 扩散 的 . 这 就 完成 了 我 们 的 证 明 . 回 

有 了 上 面 的 准备 , 我 们 有 

定理 8.4.4 存在 极端 扩散 的 , 但 不 为 弱 混 合 的 动力 系统 . 

证 明 ”我 们 将 在 两 个 符号 的 单 边 转 移 (2,5) 中 构造 所 需要 的 动力 系统 , 事实 
E, 此 系统 为 一 个 回复 点 z = (zo,7z1,…) E€ 的 轨道 闭 包 . 为 了 做 到 这 一 点 , KAN 
归纳 地 构造 一 列 有 限 字 Ci, 使 得 Cin 的 开始 段 为 Ci Ar 为 Ci 的 极限 点 . 

H F:N > Nx Z X F0 = (0), p0), E l+ 1) < /上 且 对 于 任意 的 
(n,r) EN x Z, 均 存 在 无 限 多 个 Je N 满足 FU) = (n,7). 首先 , 取 


Co = (0), C1 = (0,0,1,0,0) = (£0, %1,°°+, £4) 且 kı =5. 
4 
W, = {2} = {i : z; = 1,i < kı — 1} H Bı = Wı -W, = {0}, 


HP A-B={a-b>0:acA,be B}. 下面 我 们 来 归纳 地 构造 Ci. 如 果 Ci 的 长 
度 为 ki, 定义 


Wi={i:c=1,0<i<h-lHR=W-W. (8.4.1) 
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进而 , Bi 满足 : 

(1), 1¢ Bi 且 使 得 {s,s 二 1} C Bi 的 se Zt 不 存在 ; 

(2), Cr 的 开始 段 为 C1_1. 

显然 , 1 = 1 时 (1), 和 (2), 均 满 足 . 现在 假设 Cn 已 经 构造 好 (1 < n <1), Bi 
Æ (1)。 和 (2),,. 我 们 如 下 构造 Cipi. 

设 pii, D2……DL+D dl 为 待定 的 正 整数 . 令 


qui = 2590D tl (q +i) — kga) — yl +1), WFIH=A1,2,---,04+1. (8.4.2) 
定义 
CHI 二 CI0 Ce(HD0 Co(HD0 2C40HD0 Ced+TD0 
se PMC 514 10% Cgc. (8.4.3) 
A 
aj =ki +p, ahii 一 No 十 Di Habj = quj + keat) (8.4.4) 


由 (8.4.1) 和 (8.4.4) 
2(1+1) 
Wi = W, U U (Woa4iy + (at +a, +---+a;)). (8.4.5) 
k=1 
因为 Vs C Wi, i Wi — Woas1, Wears 一 Wi C Wi 一 Wi = By. TH, 由 (8.4.1) 
和 (8.4.5) 有 


2(! 十 1) 
Bir1C Bı U U (al +a,+---+ah) +B) 
k=1 
u U (ahtaat +04) + Bogut) (8.4.6) 
1<i<j<2(l4+1) 


取 pu1,Pi,2,… ,Puit1, q 使 得 Bii 满足 (1),,1( 取 法 留 作 练 习 ). 

设 r= lim Cı, X 为 z 在 转移 9 下 轨道 的 闭 包 . 下 面 证 明 (X, S) 为 极端 扩散 
的 但 不 为 弱 混 合 的 . 

wU={yeX:y=1}. 那么 


十 co 十 co 
N(z,U) = (J MENU,U) = LJ B.. (8.4.7) 
l=1 l=1 
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因为 Bl C Bo C Bs3… 且 对 所 有 的 LO) 都 满足 , 所 以 N(U,U) AA thick, 进而 
(X,S) RAGES HW. 
现在 验证 (X, S) 满足 引 理 8.4.3 中 的 性 质 (**). 因为 x 为 回复 点 , 故 (X, S) 为 
传递 的 . 对 于 z 的 任意 邻 域 V, FE n € N, 使 得 VW = [Cn] CV. 设 re Zi, 令 
k=kn+1. 由 下 的 定义 知 , 存在 无 限 多 个 CN, 使 得 
F(l+1) = (l+ 1) p(l + 1)) = (n,r). (8.4.8) 
由 Ci 的 定义 及 (8.4.3) 和 (8.4.8), 不 难 验 证 
N(z,Vn) D {a}, a} +ab, a} + ab +--+ abah 
由 (8.4.2),(8.4.4) 和 (8.4.8) 得 到 
ahi = qii + koaa) = 27t (q +i) — pl +1) = 2*(q +i) —r7. 
因此 
N(V, V) DN(Vn, Vn) F N(z, Vn) me N(z, Vn) D {a}, a}, wo , 02(141)} 
= {2*(q +1) -r,2 (q +2) —1,---, 2°(q +1+1)-r}. 
KON: (V,r) = {n EN: 2*n—re N(V,V)} D {a t1,q4+2,:::,qa+(l+1)}. 这 就 表 
BA Nk(Vr) X thick 的 , 所 以 由 引 理 8.4.3, (X, S) 为 极端 扩散 的 . 口 
因为 一 个 极端 扩散 的 系统 弱 不 交 于 所 有 的 Fes 传递 的 系统 , 所 以 由 定理 4.5.3, 
EA Fos 传递 的 , 下 面 我 们 构造 一 个 强 扩散 的 但 不 为 Fos 传递 的 动力 系统 . 首先 需 
要 一 个 引 理 来 验证 一 个 动力 系统 是 否 为 强 扩散 的 . 
D| 8.4.5 i (X,T) 为 一 个 传递 的 动力 系统 , z 为 传递 点 .如果 对 于 z 的 任 
意 邻 域 U, 都 有 性 质 (*): ATS eZ, fe g EN, 存在 p, peat 使 得 对 
AML <i <j <q, A paj 一 rE N(U,U), KP paj = Sp, 于 
[一 21 
为 强 扩散 的 . 
证 明 (Y,S) 为 一 个 可 逆 的 E 系统 . 那么 存在 Y 上 的 一 个 不 变 测 度 满 
Æ supp(4) =Y. # 总 ,为 XX 的 非 空 开 集 , Vi, V AY 的 非 空 开 集 . 那么 由 引 理 
8.4.3 的 证 明 , 存在 no, r, z 的 一 个 邻 域 UV 和 YY 的 一 个 非 空 开 集 V, 使 得 
N(U, x Vi, U2 x V2) D no + N(U x V,U x S™"(V)). 
EX supp(u) = Y, 故 存在 ge N 满足 u(V) > - > 0. 对 U, r, q 利用 假设 可 得 
到 pl,**: ;Pa > r, 使 得 对 于 任意 的 1 < ?1 < ji < q, 都 有 Pii,ji -r€ N(U, U), 其 中 


Jı 
Pay = > Pı. 


/一 ?1 
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如 果 V, SP (V), Se , 9P +Pa) (V) 为 两 两 不 交 的 ， 那么 
HA(VYUS-P(V)U. U STP tPa)(V)) > 1. 


于 是 存在 1< ii Sji <q, BIE VAS Pi (V) AS. 因此 pij 一 rE N(U xV,U x 
S-"(V)). Be 
Pirja — r + no E N(Uy x Vi, Ua x V2). 


一 般 情况 下 , 我 们 设 (Y, 5) 为 一 个 E RAY, S) 为 (YS) 的 自然 扩充 ， 作 
为 一 个 简单 的 练习 , PERE, (Yi, S) 也 为 一 个 E 系统 ， 那 么 由 我 们 的 讨论 知 ， 
(X xY, T x 91) 为 传递 的 . AA (X xY,T x 8) X (X x Y,T x 81) 的 一 个 因子 ， 
(X xY,T x S) 也 为 传递 的 . 这 就 完成 了 证 明 . 口 

定理 8.4.6 存在 强 扩散 的 , 但 不 为 极 痛 扩 散 的 动力 系统 . 

证 明 ”我 们 仅 给 出 大 致 构造 的 方法 , 具体 细节 请 读者 完成 . 跟前 面 一 样 , 我 们 
将 在 两 个 符号 的 单 边 转移 (2, S) 中 构造 所 需要 的 动力 系统 , SRE, 此 系统 为 一 个 
回复 点 r= (£0,210) E S 的 轨道 闭 包 . 为 了 做 到 这 一 点 , 我 们 归纳 地 构造 一 列 有 
RF Ci, 使 得 z 为 Ci 的 极限 点 . 

首先 , 令 {9(i)} 为 Z+ 的 一 个 序列 , 使 得 对 于 每 个 ;ie Z+, 有 无 限 多 个 j E Z4 
满足 pl) =i. 再 令 


Co = (0), C1 一 (0,0, 1,0, 0) = (Zo…… , £4), H kı =p, 
W W? = {2} = {i : r; =1,i < kı — 1}, H B}? = W? — w? = {0}. 
我 们 来 归纳 地 构造 C. 如果 C 的 长 度 为 h; 定义 
= {i : xr; =1,i < kı — 1}, H B? =W, — Wi. 
进而 , B? 满足 : 
(1): 1 在 1go 中 出 现 得 非常 少 ; 
(2) Cr 的 开始 段 为 C1_i1. 


显然 , 1 = 1 时 (1), 和 (2), 均 满足 . 现在 假设 C 已 经 构造 好 (1 < n <1), 且 满 
E (1)。 和 (2)。 我 们 如 下 来 构造 Ci. 

设 pl pho ph pl; > ki (1 <i<j <l4+1) 为 待定 的 正 整 数 . 对 于 1<i<j< 
14+1,4¢,=pit+---+p 14+ -(@+)D)m— 0 +1) (由 我 们 的 构造 , 它 为 正 的 ). 
当 1&i<jgl+1 时 ， it AL, = C,0% ijQ1. Aik 


Ci41 = Aj 20 1,2 Aj 30 W304 Ay 1410 Lit1 Ao 30 23 As 40 24.0 Aj 1410 Li+1. 


. 244 - 第 8 章 传递 系统 的 分 类 


由 Cii 的 构造 得 到 
Wri =WPUW? + (aio + ki) UWP + (giz + ki) + (pi,2 + ki)) 
U- UW? + (a 2 + ki) + ia + ki) + + (Giga + ki)). 


记 (gi.» a ki, pi 2 + ki, qi 3 十 ki, P! 3 + 有 911 a ki, pl i41 F kı) 为 
(aj ab, 23, ;QH aid+1)， 那么 
B=Wh-Wh=BU( (ai, ++ +a) + BP). 
1<ji<j2<l(l4+1)—-1 
对 1 <1 <J < l+ 1, 取 pi, ph, var , pl, Pi j» 使 得 Bria 满足 (1)i44. 

Ho = lim Ch, X 为 z 在 转移 9 下 轨道 的 闭 包 . BU = (2 Xa = 1), M 
N(U,U) = UP B? Z Fpuba. 这 就 说 明了 (X, 8) 不 为 极端 扩散 的 . 通过 合理 选择 参 
数 , 利用 引 理 8.4.5, 我 们 能 够 证 明 (X, S) 为 强 扩散 的 . 口 

> 题 8.4 


1. 证 明 : 一 个 拓扑 遍历 的 动力 系统 (E 系统 ) 的 自然 扩充 仍然 为 拓扑 遍历 的 (E RA). 

2. 设 (X,T) 为 传递 的 动力 系统 , (XT) 为 它 的 自然 扩充 , pi: X 一 X 为 到 第 i 个 坐标 
的 投射 . 证 明 : 对 每 个 ie Nips 为 极 小 的 . 由 此 , 我 们 可 以 证 明 上 一 个 练习 . 提示 : 如 果 4 为 
X 的 一 个 紧 致 子 集 且 满足 对 任意 的 i 成 立 pi(4) =X, 那么 A= X. 

3. 完成 定理 8.4.4 的 证 明 . 提示 : 参见 文献 (Huang-Ye, 2005). 

4. 完成 定理 8.4.6 的 证 明 . 提示 : 参见 文献 (Huang-Ye, 2002b). 


§8.5 ”其 他 例子 以 及 总 结 
我 们 已 经 定义 了 强 混合 、 满 扩散 、IP* 混合 和 mild 混合 的 概念 , 并 证 明了 
强 混合 c 满 扩散 c IP* 混 合 C mild 混合 
C ibal 混合 C Fis 混合 C 弱 混 合 . 
在 这 一 节 里 , 我 们 将 构造 一 些 具体 的 例子 来 说 明 : 
强 混合 4 满 扩散 G IPES G mild 混合 . 


关于 mild KG. Fina HA. Fes 混合 和 弱 混合 是 互 不 相同 的 性 质 的 证 明 , 我 们 留 作 
习题 . 

由 定理 8.3.3 和 定理 8.3.4, HRS ASMI RK, 并 且 在 极 小 情形 下 反之 也 成 立 . 
现在 我 们 给 一 个 例子 来 说 明 , 即使 所 考虑 的 系统 是 一 个 E RA, 如 果 没 有 极 小 性 的 
假设 , 反之 也 未 必 成 立 . 


Huang etc. (2005) 指出 , WR (X,T) 为 拓扑 K, 那么 对 于 任意 的 A € Fine 和 
任意 的 有 限 非 平凡 的 开 覆 盖 U, FIR ha(T,U) > 0. 因此 , 一 个 拓扑 K 的 动力 系 
统 为 满 扩 散 . 为 了 给 出 一 个 满 扩 散 但 不 为 强 混 合 的 动力 系统 的 例子 , 我 们 需要 如 下 
定义 : 

定义 8.5.1 一 个 动力 系统 (XT) 称 为 具有 强 性 质 P, 如 果 对 于 X 中 任意 有 
限 个 非 空 的 开 集 U, U2,-:-,Un, AA N EN, HRB k2 Hs = (s(1), 8(2),---, 
s(k)) € {1,2,---,n}*, BAR ALEX MA x EUNT NU ayn NTF YU gy. 

引 理 8.5.2 ”具有 强 性 质 卫 的 动力 系统 为 拓扑 开 的 , 因此 为 满 扩 散 的 . 

证 明 留 作 习题 . 

在 文献 (Blanchard, 1992) 中 , Blanchard 构造 了 一 个 有 限 字 母 A 上 的 子 转移 
(X,o), 使 得 (X,c) 为 一 个 E 系统 但 不 为 强 混合 的 , 并 且 由 原文 性 质 4 知 , (X,o) R 
有 强 性 质 P. 所 以 我 们 就 有 

例 8.5.3 存在 满 扩 散 的 但 不 为 强 混合 的 动力 系统 . 

回忆 一 下 , 如 果 4 czZi, 那 和 4-A={a-b>0:a,be A}, (A-A); = 
{a 一 b:a,be A}. 如 果 Fẹ Z, 的 一 族 集合 , 则 三 一 下 = {4 一 4:Ae F}. 我 们 知 
道 , (X,T) 为 Fpuba 扩散 的 ( 即 强 扩 散 的 ) 当 且 仅 当 它 为 (Fpuba 一 Fpuba)* 传递 的 ， 
为 Fos 扩散 的 ( 即 扩 散 的 ) 当 且 仅 当 它 为 (Fos - Fps)” 传递 的 . 一 般 的 , BATA 

定理 8.5.4 i (X,T) 为 一 个 动力 系统 , FC Finf 为 一 个 族 . 如 果 (XT) AF 
扩散 的 且 弱 混合 的 , 那么 (X,T) 为 F- F) 传递 的 . 

证 明 ”由 于 大 扩散 的 和 弱 混 合 在 自然 扩充 下 保持 不 变 , 不 妨 假设 (X,T) WF 
扩散 的 且 为 弱 混 合 的 可 道 系 统 . 首先 , 我 们 有 如 下 断言 : 

言 WF X BERIE UU: MA cF, WA Nz(U1,U2)N(A- A)z 
LQ, 

断言 的 证 明 设 断 言 不 成 立 , 那么 存在 X 的 非 空 开 集 UU 和 A = {a < 
az < aa <---} © F WE Nz(U1,U2)N(A-A)z = D. 故 对 任意 的 i,j € N, 都 有 
Ui NTU = Ø, Hit TU CT-%(X\U,). 

设 zeXneN MRe gp- TX \ U), Mee UTU. 于 是 
存在 1< i<n 满足 z ETU. H ze TU C M-T (X \ U2). 所 
以 Mj- TX \ Ui) UN- TX \ U2) = X. 于 是 对 于 任意 的 me N, 总 有 
N(Vj-1 T {X \ U, X \U2}) = 2. 因此 , (X, T) 不 为 天 扩散 的 ,矛盾 ! 这 就 完成 了 
断言 的 证 明 . 

设 UU: WX WIESHR AW (X.T) ARGH, FE n c Z1, 使 
44 U =U,NT-"U, 4 OHA V = Un 4 Ø. BR, N2(U,V) C 
Nz(U1, U2)NNz(U2, U1). 由 断言 , WER A c F, BA NZ(U,V)N(A— A)z £ Ø, 
进而 Nz(Ui, U2) 0 Nz(U2,01)N(A-—A)z 4 S. PEEM, WR n € Nz(U1, U2) N 
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Nz(U2,U1) N (A — A)z, ABA In| € N(U1, U2) N (A — A). 所 以 ,对 于 任意 的 4 e F, 
A N(U1,U2)N (A — A) # Ø, BI NU U2) € (F — F). o 

& A = Fint 一 Fint, 我 们 有 

推论 8.5.5” 满 扩散 蕴含 了 A* 传递 性 . 

证 明 ”因为 满 扩散 的 动力 系统 为 Fa 扩散 的 且 弱 混合 的 , 那么 由 定理 8.5.4 知 
EA A* 传递 的 . 口 

以 下 我 们 说 明 : 满 扩散 A IP* 混合 . 

例 8.5.6 AA IP* 传递 的 但 不 为 满 扩 散 的 动力 系统 . 

证 明 ”由 推论 8.5.5, ST A* 传递 性 . 因此 , 我 们 只 要 构造 一 个 IP 
传递 的 但 不 为 A* 传递 的 动力 系统 


令 S= {siEN: sn > (Dt) j EN}. RNA 


断言 A=Z,\(S—S) 为 平移 不 变 的 IP* 集 , 即 对 于 任意 的 KEe Z,A+k= 
{at+k>0:a€ 4} 为 一 个 IP* 集 . 


断言 的 证 明 否则 , 将 存在 ke Z, 使 得 4+k 不 为 一 个 IP* 集 . 于 是 存在 一 个 IP 
MOM AANA 不 失 一 般 性 , 设 BAH OO < pi < pz <ps<… 生 成 的 IP 
集 , 其 中 pjp > Por: 因为 BN(A+k) = Ø H. (A+k)U((S—S)+k) D {|k], |k|+1, ---F, 
B \ {0,1,.:. aie C(S—S)+k. 故 存在 N > |k| 十 1, 使 得 By C(S-—S)+k, 这 里 
By A pn, pny, 生成 的 IP R. 显然 , pn > |k| +1. 

因为 当 i> N 时 , pi € (S 一 5S) 十 kk 且 p > lkl, 存在 n(i)， mG) EN ine n(i) > 


mit ) 且 pi = = Sn(i) — Sm(i) +k. 注意 到 7 EN 时 有 Pi+1 > Pi 且 Sj+1 > (ds +). 


因此 , ni+1) > n(i) H lim n(i) = oo. BUN, > N, 使 得 当 i > Ni 时 


IRIE ii > tg > Ni. 因为 pit+pis E By C (S—S)+k H. pi, +Piz = sn(i) 十 sn(ia) 一 
Sm(i1) = Sm(i2) 十 2k, 可 以 找到 LU， i2) E€ N, 使 得 Pi, + Piz = Sn(ir) =" SL(i1,i2) T k( 由 于 


J 
S541 > (D Sk +3). 故 
k=1 
Sn(iz) 十 Si(ii,iz) 十 k = sm(ii) 十 Sm(i2): (8.5.1) 


因为 n(i2) 之 |k] H n(iz) > m(i2), 由 (8. 5. 1) 知 Sn(i2) 一 Sm(i1): 所 以 当 11 > 19 之 Ni 
时 n(i2) = mhi). AF n(M) = mj), j 2> Ni +1, H% l EN A n(N +!) = 
m(j),j9 > Ni +l. 不 难 发 现 , 当 i > Ni BY n(i) = n(M1), > ie jim 1 ni i) = +00 F 
盾 . 这 就 完成 了 断言 的 证 明 . 
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4 
l 
Fa = {B C Zy :3iniz i € Z, 使 得 B2 [N (A + tr) } 
k=1 

因为 两 个 平移 不 变 的 IP* 集 的 交 仍 然 是 平移 不 变 的 IP* R, Fa 为 平移 不 变 的 thick 
KH Fa 的 任意 一 个 元 素 都 是 IP* R. AW AC Fa, 由 定理 4.5.3, 具有 一 个 Fa 传 
递 的 动力 系统 (X,T) A X 的 一 个 非 空 开 集 U, 使 得 N(U,U) = AU {0}. AA Fa 
故 (X.T) 不 为 周期 的 系统 . 因此 可 以 找到 非 空 开 集 Za CU WE U NU = ©. 
显然 ， N(U;, U2) C N(U,U) \ {0} = A, 也 就 是 说 ， N(Ui, U2) N (9 S) = ø. 所 
以 (X,T) 不 为 A* 传递 的 , 进而 由 推论 8.5.5 知 不 为 满 扩散 的 . 这 就 完成 了 我 们 的 
构造 . 口 

例 8.5.7 存在 mild 混合 但 不 为 IP* 混合 的 动力 系统 . 


Jj 
证 明 选取 Se Fine, I S = Gsi EN: sjy > 4( Dose +j)}. HB BH S 
k=1 


所 生成 的 IP 4. S A=Z,\ BA, =(__,(At+i), KEN. HERKEN, A 
B 对 于 任意 满足 a sk} HO> 2a a,dEN, & ApN{a,b,a+b,b-a} + 
D. 特别 地 ,4x 为 一 个 (Fip 一 Fip)" R. 
断言 的 证 明 假设 断言 不 成 立 . 那么 存在 ob EN 满足 a > sk+1,0 > 2a, 使 得 
Ak N {a,b a +b,b- a} = Ø. AH a,b-a2zk+1, § 
k 


{a,b a + b,b — a} C Z4 \ (Ak U {0,1,2,---,k}) c |] (B +i). 
i=—k 


事实 上 , WF j = a,b,a 十 b,b 一 a, 存在 一 个 有 限 集 I, CN 和 |n| < k, 使 得 
7 一 》 a 十 nj;. FF a> sky, 可 有 max{ Ia} >k+1. 


lel; 


因为 I( 5 si) = (Sos + ds) = |na+b — (Na + m)| < 3k HY j EN 
LETa+b réle 


tel, 
j 
时 Sj+1 > 4( Ds +3), 不 难 发 现 ， TAU U Is) C {1,2,---,k} H Ia N Ir C 


i=1 
{1,2,---,k}. 类 似 地 , 有 Alla U I-a) C {1,2,---,k} H tha N Ia C {1,2,...,k}. 
特别 地 , Ia N To C {1,2,---,k} H Ia \Io C {1,2,---,k}. 这 意味 着 Ila C {1,2,---, k}, 
与 max Ia >k+1 FE. 这 就 完成 了 断言 的 证 明 . 
it Fa = {B C Z}: 3 k €N (#8 BD Ax}. hF ki 2 ko AY Ap, C Ak, BE 
面 的 断言 知 , Fa 为 一 个 平移 不 变 的 thick 族 , A Fa 中 的 每 个 元 素 均 为 (Fip 一 Fip)" 
集 . 由 定理 4.5.3, 存在 一 个 Fa 传递 的 动力 系统 (X,T) AX 的 一 个 非 空 开 集 U, 
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使 得 N(U,U) = AU {0}. 因为 Fa 的 每 个 元 素 都 是 一 个 (Fip 一 Fip)* 集 , 故 (X,T) 
为 (Fip 一 Fip)* 传递 的 , 即 mild 混合 的 . 进而 由 于 N(U,U) = AU {0} 知 , (X,T) 不 
为 一 个 周期 系统 . 因此 , 可 以 找到 非 空 开 集 UU CU 满足 mi Uo =. BR, 
N(U1, U2) C N(U,U) \ {0} = A, 也 就 是 说 N(U1,U2) = 2. 因此 , (X,T) 不 为 
IP* 传递 的 . 这 就 说 明 (X,T) 为 一 个 mild 混合 但 不 为 IP* 传递 的 动力 系统 . 口 

综合 起 来 , 我 们 一 共用 了 三 种 方法 来 对 传递 的 动力 系统 进行 分 类 : 回复 时 间 集 
N(U, V), 复杂 性 函数 和 弱 不 交 性 . 我 们 将 有 关 的 已 知 结论 总 结 成 表 8.5.1. 


表 8.5.1 
传递 的 属性 回复 时 间 集 复杂 性 函数 Ca(U) 弱 不 交 性 
强 混合 ARRA 不 存在 不 存在 
满 扩 散 A* 集 ? +oo, VA € 万 naf 不 存在 
mild 混合 (IP —IP)* 集 +00, VA E Fip 传递 的 系统 
SRA thick FNR > 0 不 存在 
极端 扩散 ? ? 拓扑 遍历 的 
强 扩 散 Poincar6 集 +00, VA € Fpuba 也 系统 
扩散 回复 集 +00, VA € Fos 极 小 的 系统 
弱 扩 散 未 知 不 存在 ? 极 小 的 等 度 连 续 系统 
完全 传递 的 未 知 不 存在 ? 周期 系统 
传递 性 无 限 集 不 存在 ? 强 混合 


K 8.5.1 可 作 如 下 解释 . 例如 , 设 (X,T) 为 一 个 动力 系统 , MA (X,T) 为 mild 混 
合 的 当 且 仅 当 它 为 (Fip - Fip) 混合 的 , 当 且 仅 当 对 于 X 的 任意 非 平 几 的 有 限 开 覆盖 
U 和 任意 的 Fip Æ A, 都 有 CAU) = +00, 当 且 仅 当 它 弱 不 交 于 任意 的 传递 系统 . 

> 题 8.5 

1. 证 明 : Fina RA, Fs 混合 和 弱 混 合 是 互 不 相同 的 动力 学 性 质 . 提示 : 利用 定理 4.5.2. 

2. 证 明 : mild 混合 和 Fwa 混合 不 同 . 提示 : 构造 一 个 IP R A, 使 得 A- Ag 万 abd. 

3. 证 明 引 理 8.5.2. 提示 : 参见 定理 8.3.4 的 证 明 . 

4. 证 明 : 不 具有 一 个 动力 学 性 质 P 使 得 弱 混 合 =P^. 提示 : 注意 到 弱 混 合 严 格 比 极 
端 扩 散 强 . 

5. 两 个 满 扩散 系统 的 乘积 是 否 仍 然 为 满 扩 散 ? 2 满 扩 散 是 否 等 价 于 满 扩 散 ? 注 : 这 两 
个 问题 至 今 没 有 解决 . 


88.6” 弱 扩散 、 扩 散 和 单 生 群 


一 个 动力 系统 称 为 弱 扩 散 是 指 它 弱 不 交 于 所 有 的 极 小 的 等 度 连续 系统 . 显然 ， 
强 扩散 < 扩散 < ST RR. 在 83.7 中 , 我 们 运用 单 生 群 的 方法 证 明了 存在 扩散 但 不 
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是 弱 混 合 的 系统 , 而 在 88.4 E, 我 们 给 出 一 个 具体 的 例子 . SUE, 我 们 将 讨论 强 扩散 、 
扩散 和 弱 扩 散 是 否 为 同一 个 动力 学 性 质 的 问题 . 不 同 于 88.4 中 用 到 的 方法 , 这 里 将 
应 用 单 生 群 的 理论 . 关于 单 生 群 的 理论 具体 参见 83.7 或 文献 (Akin-Glasner, 2001; 
Glasner, 1998). 虽然 我 们 不 能 解决 扩散 和 弱 扩 散 是 否 是 相同 的 动力 学 性 质 这 个 问 
题 , 但 是 可 以 将 问题 转化 成 具有 某 些 特殊 性 质 的 单 生 群 的 存在 性 问题 . 

因为 存在 不 为 Poincare 序列 的 回复 集 (Kriz, 1987), .所 以 表面 上 看 来 好 像 强 扩 
散 和 扩散 是 不 同 的 动力 学 性 质 . 但 是 由 于 我 们 并 不 知道 是 否 这 个 回复 集 能 够 被 一 个 
动力 系统 实现 , 所 以 不 能 匆忙 定论 . 在 这 一 节 里 , 我 们 将 讨论 集中 到 扩散 和 弱 扩 散 是 
否 是 相同 的 动力 学 性 质 这 个 问题 上 , 而 且 主 要 限制 到 一 个 几乎 等 度 连续 系统 上 . 首 
先 , 我 们 分 别 给 出 弱 扩散 和 扩散 的 等 价 描述 形式 .然后 , 我 们 证 明 具 有 一 个 完备 的 
单 生 群 为 极 小 几乎 周期 的 但 不 具有 不 动 点 性 质 , 等 价 地 讲 , 存在 一 个 几乎 等 度 连续 
系统 为 弱 扩 散 但 不 为 扩散 的 . 

在 第 3 章 中 , 在 紧 致 的 度量 空间 X SY 的 连续 映射 的 全 体 C(X;Y) E, RN 
定义 了 度量 D(g1, 92) = supzex dlg (z), g2(2)). 因为 在 这 个 度量 下 映射 的 复合 运算 
是 联合 连续 的 , 所 以 C(X; X) 为 一 个 可 度量 的 拓扑 半 群 . 设 Homeo(X) C C(X; X) 
为 XX 到 自身 的 自 同 胚 的 全 体 . 在 度量 D F, Homeo(X) 形成 一 个 完备 的 拓扑 群 . 对 
于 Homeo(X) 的 任意 交换 闭 子 群 A, DA A 上 的 一 个 不 变 度 基 . 

wc € X, 定义 赋值 映射 eve : C(X;X) > X evz(f) = f(z). 它 为 一 个 一 
致 连续 的 上 映射， 如果 (X,T) 为 一 个 拓扑 动力 系统 ，d 为 X 上 的 一 个 度量 , 定义 
dr(x,y) = supiez, d(T’z, T*y). 

下 面 的 引 理 是 定理 3.7.1. 

引 理 8.6.1 设 (X,T) 为 一 个 几乎 等 度 连 续 系统 ,ZE Transy(X). 用 Ar RK 
wi C(X; X) F {T° : i c Z4} 的 闭 包 . 那么 Ar A C(X;X) 的 一 个 交换 子 群 ,其 御 
环 子 群 {Ti :ieZ} 在 Ar 中 稠密 . 连续 的 赋值 映射 euz : C(X;X) 一 对 限制 到 Ar 
上 , 定义 了 一 个 到 (Transr(X), dr) 上 的 等 距 作 用 , Bp 


D(g1, 92) = dr(gi(x), g2(z)), Vg1, 92 E Ar. 


对 于 一 个 几乎 等 度 连续 系统 (X,T), Ar 成 为 一 个 具有 不 变 度 基 的 拓扑 群 , 并 且 
由 了 所 生成 的 循环 群 在 其 中 是 稠密 的 . 一 般 地 , 一 个 单 生 群 指 一 个 偶 对 (G, g), 其 
中 G 为 一 个 具有 不 变 度量 的 拓扑 群 , g € G 生成 了 G 的 一 个 稠密 的 循环 子 群 . 一 个 
拓扑 群 G 称 为 极 小 几乎 周期 的 , 如 果 常 值 函 数 1 为 G 上 唯一 的 连续 特征 . 

KX 为 紧 致 度量 空间 且 GC(X) 为 所 有 有 界 并 在 某 个 X 的 Gs 稠密 集 上 连 
续 的 复 值 函数 的 全 体 ， 对 于 f E GC(X), 令 Cif) = {rE X : f 在 z 处 连续 } H 
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| 上 = sup{|f(@)|: x E C(f)}. BH 
II fl] = sup{|f(z)| :ze D c C(f), DE X 中 稠密 }. 


GC(X) 中 的 两 个 函数 /和 9 称 为 几乎 处 处 相等 (f = g ae.) WR |f- gll = 0 z 
{x E X : f(z) = g(7z)} AX 的 稠密 的 Gs R. 于 是 f Ag ae. 等 价 于 存在 X 的 非 
空 开 集 U, 使 得 f(z) A g(x) 对 于 所 有 z EU 成立 . 

设 (X,T) An MMAR, T*: GC(X) 一 GC(X) 为 由 了 诱导 的 映射 , 即 
T*(f) = fol (f € GC(X)). BA T* 为 满 映 射 并 且 |IT* FI] = lI fll (f € GC(X)). 
在 不 引起 混淆 的 情况 下 T 将 记 为 了. 

引 理 8.6.2 8 (X,T) 为 可 北 的 动力 系统 .复数 入 EC HA (X,T) 的 一 个 
generic 特征 值 , 如 果 存 在 f Ee GC(X), 使 得 f A0ae, FHA Tf = 和 f ae. 函数 
f 称 为 (X,T) 的 一 个 generic 特征 函数 (相应 于 入 的 ). (X,T) 的 所 有 generic 特征 
值 的 全 体 记 为 Eig(X,T) A Eig(T), 相应 于 入 的 所 有 generic 特征 函数 的 全 体 记 为 
Eig()). 

命题 8.6.3 R (X,T) 为 一 个 几乎 等 度 连续 系统 , AT A C(X;X) 中 {Ts ie 
Z4} 的 闭 包 . AWA (X, T) 为 弦 扩 散 的 当 且 仅 当 单 生 群 (AT,T) 为 极 小 几乎 周期 的 . 

证 明 设 zo € Tansr(X), y 为 Ar 的 一 个 连续 特征 .那么 f = Yo ev : 
Transr(X) > T X Y(T) 的 一 个 非 零 的 连续 generic 特征 函数 . 如 果 (X,T) AT 
散 的 , 那么 yT) = 1. 因此 对 于 任意 的 ne Z 都 有 Y(T") = 1, 这 就 意味 着 特征 7 F 
JL. 所 以 (AT,T) 为 极 小 几乎 周期 的 . 

RZ, 假设 (Ar, T) 为 极 小 几乎 周期 的 . 取 入 es Eig(T). 那么 存在 一 个 非 零 的 连 
续 映 射 f: Transr(X) 一 C 满足 对 所 有 的 z e Transr(X), 都 有 f(Tz) = 和 f(z). + 
g(x) = Fay € Transr(X). 那么 ,lg(z)| = 1 H g(zo) = 1. 


wy: = 一 了 满足 Y= go evzo. Wy 为 连续 的 , 且 对 任意 的 S se Ar, 都 有 
7Y(To5) = 入 :7Y(5). 下 面 证 明 y 为 一 个 群 同 态 . 
设 E Ar. 取 ng, me € Z4, 使 得 C(X; X) 中 T™ > 9, T™ 一 So. 因为 
y 为 连续 的 , 有 


lim A™* = limy(T™*) = (Si), lim A"* = lim q(T™™) = 7(52). 


易 见 存在 si © N, 使 得 lim Trit™, = SoL H lim Aritmy — 
Y(51) .7Y(92). 进而 


(S1) ; y(S2) = im Nr tme; — = lim (T i tMi; i) = (Sy ö S2). 
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这 就 说 明了 7 为 一 个 群 同 态 . 因此 , 7 为 Ar 的 一 个 连续 特征 . A (Ar, T) 为 极 小 
几乎 周期 的 , 故 7 = 1. 特别 地 ,入 = 7?7(T) = 1, B Eig(T) = {1}. 口 

设 G 为 一 个 拓扑 群 . 称 G 具有 不 动 点 性 质 , 如 果 每 个 G 作用 下 的 动力 系统 
(X,G) 都 存在 着 一 个 不 动 点 ZEX, 即 g(x) = x,Vg € G. 不 难 验证 : 一 个 拓扑 群 G 
具有 不 动 点 性 质 当 且 仅 当 平凡 的 G 系统 为 唯一 的 极 小 G 系统 . 

我 们 在 推论 3.7.13 中 已 经 证 明了 : 

命题 8.6.4 Bh (X,T) 为 一 个 几乎 等 度 连续 系统 , Ar 表示 CX; X) 中 {T : 
ie Ly} 的 闭 包 . 那么 (X,T) 为 扩散 的 当 且 仅 当 单 生 群 (Ar,T) 具有 不 动 点 性 质 . 

下 面 给 出 本 节 主 要 定理 . 

定理 8.6.5 ”以 下 命题 等 价 成 立 : 

(1) 存在 一 个 单 生 的 拓扑 群 , 使 得 它 为 极 小 几乎 周期 的 , 但 不 具有 不 动 点 性 质 ; 

(2) 存在 一 个 完备 的 单 生 群 (G,g), 使 得 它 为 极 小 几乎 周期 的 , 但 不 具有 不 动 点 
性 质 ; 

(3) 存在 一 个 弱 扩 散 但 不 为 扩散 的 几乎 等 度 连 续 系统 . 

证 明 (1) = (2) RG 为 一 个 单 生 的 拓扑 群 , 使 得 它 为 极 小 几乎 周期 的 但 不 具 
有 不 动 点 性 质 . 那么 存在 一 个 非 平凡 的 极 小 G 流 (X,G), 也 就 是 说 , 存在 一 个 连续 
的 映射 + :G x X — X, (FE r(e,x) =x H r(giga, 2) = 7(g1,7(92,2)),V EX, $ 
H e 为 G 的 单位 元 ,9g1,92 EG. 

定义 更 : G 一 Homeo(X) 为 再 (9) = z(g,-), 那么 & 为 一 个 连续 映射 用 Ac 
来 表示 Homeo(X) 中 (G) 的 闭 包 , 那么 Ac 为 Homeo(X) 的 一 个 闭 交 换 子 群 . A 
此 , Ac 为 一 个 完备 的 具有 一 个 不 变 度 量 d 的 拓扑 群 . 因为 G 为 单 生 的 , 那么 存在 
g E€ G, 使 得 9 生成 的 循环 子 群 在 G 中 为 稠密 的 . 故 (Ac, B(g)) 为 一 个 完备 的 单 
Ae BE, 

由 于 映射 Ac x X 一 和 (定义 为 (h,z) 一 h(x), Yh € Ac, ct € X) 为 联合 连 
续 的 且 (X,G) 为 极 小 的 , 则 (X,Ac) 为 一 个 非 平 凡 的 极 小 Ac 流 . 这 说 明了 单 生 
FE (Ac, B(g)) 不 具有 不 动 点 性 质 . 设 x : Ac 一 了 为 Ac 上 的 一 个 连续 特征 , 那么 
7Y 三 Xo 下 为 G 上 的 一 个 连续 特征 . 由 于 G 为 极 小 几乎 周期 的 , 7 为 平凡 的 . 特别 
HH, 7(9) = 1. 因此 , x(®(g)) = 1, 即 x 为 平凡 的 特征 , 这 是 因为 @(9) 生成 的 循环 子 
群 在 Ac PRR. 这 就 说 明了 (Ac, 理 (9)) 为 极 小 几乎 周期 的 . 

(2) = (3) 设 (G,9) 为 一 个 完备 的 单 生 群 , 它 为 极 小 几乎 周期 的 但 不 具有 不 动 点 
性 质 . 取 p 为 G 上 的 一 个 相 容 的 不 变 度量 . 注意 到 , p (x,y) = min{polz,y),1}Yz,y € 
G 也 为 G 上 的 一 个 相 容 不 变 度量 . 不 失 一 般 性 , 假设 当 z,ye G 时 p(z,y) <1. 

定义 映射 h:G 一 到 为 


h(g')i = p(g'g’,e) = p(g’, g), Vie Z,g' EG. 
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MQ 4 I” P hG 的 闭 包 . BBA (0,0) 为 一 个 几乎 等 度 连续 系统 , Hh: G 一 9 为 
G 到 12 的 一 个 一 致 连续 的 嵌入 满足 : 

(1) h(G) C Trans, (Q); 

(2) 对 于 任意 的 g1 € Goh(gi) = h(ggi); 

(3) 对 于 任意 的 g1, 92 E€ G,e(g1, 92) = do(h(g1), h(g2)). 

用 AS 来 代表 C(O;0) 中 {ot : i c Z+} WHE. 由 引 理 8.6.1, 连续 赋值 映射 
Evre) : C(0;Q) > O 限制 定义 了 一 个 Ao 和 (Transo (0), do) 之 间 的 等 距 映 射 . 

因为 (G,p) 和 (Transo(Q),do) 为 完备 的 度量 空间 , 由 上 面 的 (3) 知 A(G) = 
Transe (9). 进而, evre) oh : (G,g) 一 (Ao,0) 为 一 个 等 距 同 构 . 记 o = evre) oh, 
那么 9(g") = 0", Yn € Z4. BEL, $ 也 为 拓扑 群 之 间 的 同 态 . 为 了 证 明 这 点 , 设 
91,92 € G. 那么 存在 mi, ni € Z4, 使 得 g™ 一 g1，g” 一 go. 显然 , g™+"i 一 g1g2. 
因为 6 为 一 个 等 距 映 射 且 (9") = 0", ne Zy, E plg) = lim o™,p(g2) = lim on 
且 $(g1g2) = lim o™t™. 因此 , b(g1g2) = 9(91)9(g2)- 

因为 (G,g) 为 极 小 几乎 周期 的 但 不 具有 不 动 点 性 质 , H o: (G,9) > (As,0) 
为 拓扑 群 之 间 的 一 个 同 构 , 因此 单 生 群 (A。,o) 也 具有 同样 的 性 质 . 由 性 质 8.6.3 和 
8.6.4 就 证 明了 (Q,0) 为 弱 扩 散 但 不 为 扩散 的 . 

(3) > (1) 如 果 存 在 一 个 弱 扩 散 但 不 为 扩散 的 几乎 等 度 连 续 系 统 (X,T), 那么 
由 性 质 8.6.3 和 8.6.4 知 , HERE (Ar, T) 为 极 小 几乎 周期 的 但 不 具有 不 动 点 性 质 . 

口 


> 题 8.6 
证 明 : 一 个 几乎 等 度 连 续 的 万 uba 传递 的 动力 系统 为 极 小 的 . 
88.7 Œ% id 

扩散 的 定义 首先 是 由 Blanchard, Host, Maass(2000) 用 复杂 性 函数 给 出 的 , 并 且 
证 明了 这 等 价 于 弱 不 交 的 定义 . 而 2 扩散 是 否 殖 含 了 Z 扩散 是 一 段 时 间 内 未 解决 
的 开 问 题 , 后 来 Huang-Ye (2004b) 对 这 个 问题 给 出 了 一 个 肯定 的 回答 . 本 章 的 大 部 
分 内 容 引 自 Huang-Ye(2004b), Huang-Ye(2002b) 和 Huang-Ye(2005). 利用 拓扑 群 的 
理论 来 对 传递 系统 进行 分 类 的 想法 源 自 Akin 和 Glasner(2001), 他 们 得 到 了 一 个 扩 


散 但 不 是 弱 混 合 的 存在 性 的 例子 , 构造 性 的 例子 见 Huang-Ye(2002b). 最 后 一 节 的 
处 理 方式 出 自 文献 (Huang-Ye). 
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这 一 章 研 究 拓扑 动力 系统 中 的 不 交 性 . 首先 给 出 不 交 性 的 定义 以 及 它 的 一 些 基 
本 的 性 质 . 然后 介绍 一 些 重要 的 不 交 性 定理 , 例如 任何 upe 系统 不 交 于 所 有 极 小 
ARAB (Ef mild 混合 系统 不 交 于 所 有 极 小 一 致 刚性 系统 等 . 89.3 研究 不 交 性 与 
弱 不 交 性 的 关联 , 证 明了 两 个 极 小 系统 为 弱 不 交 的 当 且 仅 当 它们 的 极 大 等 度 连续 因 
子 为 不 交 的 ; 89.4 和 89.5 研究 不 交 于 所 有 极 小 系统 的 系统 的 性 质 ; 89.6 在 一 般 群 作 
用 的 范畴 下 介绍 关于 不 交 性 代数 刻画 的 一 些 经 典 方法 与 结论 . 


89.1 定义 与 基本 性 质 


1967 年 , Furstenberg(1967) 在 遍历 理论 与 拓扑 动力 系统 中 引入 不 交 性 的 概念 研 
究 系 统 之 间 的 差异 . 两 个 系统 不 交 类 似 于 在 数论 中 两 个 自然 数 互 素 的 概念 . 在 数论 
+, 两 个 自然 数 互 素 当 且 仅 当 它们 的 乘积 为 其 最 小 公 倍 数 . 类 似 地 , 在 动力 系统 中 ， 
对 系统 (X,T) 和 (Y, S), 如 果 当 (Z, H) A (X,T) 和 (Y, S) 的 公共 扩充 (相当 于 数论 
中 两 个 自然 数 的 公 倍数 ), 就 有 (Z,H) 为 乘积 系统 (X x Y,T x S) 的 扩充 (相当 于 数 
论 中 它们 的 乘积 为 其 最 小 公 倍数 ), 则 称 (X,T) 与 (Y, S) 是 不 交 的 . 另外 在 数论 中 ， 
两 个 自然 数 互 素 也 等 价 于 它们 没有 除 1 以 外 的 公 因 子 . 我 们 也 可 以 定义 两 个 系统 不 
交 是 指 它们 没有 非 平凡 公 因 子 . 后 面 会 看 到 前 一 种 定义 要 更 合适 些 . 下 面 给 出 严格 
的 定义 . 

设 (X,T),(Y,S) 为 动力 系统 , ICXxY 称 为 joining 是 指 J 为 非 空 的 闭 不 变 
子 集 , 并 且 m(J) = X,72(J) =Y, RP zi,i = 12 为 到 第 一 、 二 分 基 的 投射 . 

定义 9.1.1 系统 (X,T) 和 (Y, S) 称 为 不 交 的 是 指 久 xY 为 其 唯一 的 joining, 
记 为 (X,T) L(Y,5). 

回忆 一 下 , 两 个 系统 为 弱 不 交 的 是 指 (X x Y,Tx S) 为 传递 的 ( 记 之 为 (X,T) 人 
( 3)). 我 们 有 

命题 9.1.2 B (X,T),(Y,S) 为 动力 系统 , 那么 

(1) 如 果 (X,T) L (Y, S), 则 必 有 其 一 为 极 小 的 ; 

(2) 如 果 (X,T) L (Y,S), 并 且 (Z,W) 为 (X,T) 因子 ,那么 (2,W) L (Y, S). 进 
h, 如 果 (XT) 上 (Y, 5), 那么 它们 没有 公共 的 非 平凡 因子 ; 

(3) 如 果 (X,T) 上 (Y,S), 那么 (X,T) 1 (Y,S), 其 中 (X,T) 与 (了 ,5) 分别 为 
(X,T) 和 (Y,S) 的 自然 扩充 ; 
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(4) 如 果 (X,T) Bob, 则 (X,T) L (Y, 5S) 当 且 仅 当 ma: X xY OY 为 极 小 同 
太 . 


(5) 如 果 (X,T),(Y,S) 均 为 极 小 系统 , 则 (X,T) L(Y, S) 当 且 仅 当 (XxY,Tx5S) 
为 极 小 的 ; 

(6) 如 果 传 递 系统 (X,T) 和 (Y,S) 满足 (X,T) 上 (Y, 5), 那么 它们 为 弱 不 交 的 . 

WEBA (1) 如果 (X,T) 和 (Y,5) 都 不 是 极 小 的 , 那么 存在 它们 的 真 的 非 空 极 小 
集 X' 与 Yi. 令 W=(X’xY)U(XxY), 则 WV 为 joining, 但 W 关 和 xY. FA! 

(2) 设 r: X > Z 为 因子 映射 且 J CZ xY 为 joining. 则 


J ={(x,y) E X xY :(nz,y) € J} 


为 (X,T) Al (Y, S) 的 joining. 根据 假设 , J = X x Y. FÆ J =r xid(J')=ZxY. 

(3) WER i cN, B m: X XM: YY 为 到 第 i 坐标 的 投射 . 于 是 
(X xY, Tx S8) X (X xY,T x S) 的 自然 扩充 , 且 mi xoi: X xY OX xY 为 到 第 
i 坐标 的 投射 . 

设 了 为 (X,T) 和 (Y,5) 的 joining, H J; = mi x Gi(J), i < N， 则 由 假设 
Jg=XXxY,VieN. FHRI=aXXY. 

我 们 将 (4) 和 (5) HEJA. 

(6) 因为 (X,T) L (Y, S), 假设 (XX,T) 为 极 小 的 . 由 (4), m2 X xY OY 为 极 
小 的 . 因为 (Y, S) 传递 , 得 到 (X x Y,T x S) 也 是 传递 的 . E 

需要 注意 的 是 , 如 果 (X,T) 和 (Y, 5S) 没有 非 平凡 的 公共 因子 , 那么 它们 不 必 为 
不 交 的 . 第 一 个 反例 由 Glasner 和 Weiss(1983) 给 出 , 也 可 以 参见 文献 (Lindenstrauss， 
1995). 在 本 章 后 面 的 内 容 中 , 我 们 会 仔细 研究 不 交 与 弱 不 交 的 关系 . 

命题 9.1.3” 设 (X,T),(Y,S) AMA AH, L (XX,T) L(Y, S). 如 果 (Y,S) 为 
非 平凡 的 极 小 系统 , 那么 T 的 回复 点 集 在 X 中 稠密 . 

证 明 ”根据 命题 9.1.2, 不 妨 设 (X,T) HTA. BNA (X,T) L (Y, 5), 其 中 
(X,T) ATA (Y, S) 为 非 平凡 极 小 系统 . 

设 Q(T) 为 了 的 非 游荡 点 集 . 如 果 OT) AX, BARE r E X\ Q(T). 于 是 存 
在 z 的 邻 域 U, 使 得 TiUNTIUV =%,Vi 关 jeZ. 取 yeY, 令 


J=a( UT"vx{s"(W})U (x\U TU) XY. 
nEZ nEZ 
易 见 JH joining, 于 是 = X x Y. AR (Y, 3) 非 平凡 , Y \ {y} 为 非 空 开 集 . 由 于 


U x (¥\{y}) C X xY =J, HU x (¥\{y}) C dl(Unez P°U x (S"(y)}). 这 样 ,存在 
ne Z, 使 得 (Ux (Y \ {y})) N(EPU x {S"(y)}) 4S. BH n £0. 于 是 存在 n £0, 
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使 得 T'U NU # Ø, FE! 所 以 Q(T) = X, 根据 定理 1.5.6, T 的 回复 点 在 关中 
稠密 . 口 


回忆 一 下 , 一 个 系统 为 几乎 distal 是 指 它 没有 Li-Yorke Xf. 

定理 9.1.4 ”任何 传递 的 扩散 系统 不 交 于 极 小 几乎 distal AA. 特别 地 , 任何 
HRS ARRR FM distal 系统 . 

证 明 设 (XX,T) 为 扩散 的 , (Y, 5) 为 极 小 几乎 distal 的 . 那么 (X x Y,T x S) 
为 传递 的 . 假设 (x,y) € Transrxs H J 为 一 个 joining. 设 


b= {p € H(X,T) : p(z,y) € J, p(y) = y}- 


因为 (x,y) 传递 , 所 以 o 非 空 . 而 且 易 说 明 9 为 闭 的 半 群 . TATE TI v € 9, 有 

v(z,y) = (v(x), y) € J. 由 于 (z,v(z)) 为 proximal # H. (X,T) 为 几乎 distal AY, 所 以 

(z,v(Z)) 为 渐 近 的 . 这 说 明 (v(z),y) € J W(X xY,T x S) 传递 点 ,于 是 J=XxY. 

口 

事实 上 , 我 们 可 以 证 明 任何 扩散 系统 不 交 于 极 小 半 distal 系统 . 为 此 需要 一 些 
准备 . 

对 因子 映射 +: (X,T) — (X,T), > F, = n7t (£) K Isos = {p € H(X,T) : pr = 

A(F,) = {qlr : q E€ 2 '(Isoz)} C FF. 


易 见 , 如 果 q € nw (Isox), 那么 q(Fr) C Fe; 如 果 q E€ H(X,T) 使 得 a(Fe) C Fe, BB 
Z qz = £. & E(Fz) = {1F,} U A(F;), 有 

定理 9.1.5 hr: (X,T) > (X,T) 为 因子 映射 . 

(1) 如 果 x A distal 的 , 那么 对 任意 rc eX, E(Fr) 为 极 小 半 群 (不 包含 真 闭 理 
想 ), 如 果 (X,T) 极 小 , 那么 反之 亦 然 ; 

(2) 如 果 r AMF distal 的 , 那么 对 任意 ce X, A(Fr) 为 极 小 半 群 , 如果 (X,T) 
极 小 , 那么 反之 亦 然 ; 

(3) 如 果 和 为 半 distal, 那么 对 任意 ZE X, A(Fr) 的 任何 需 等 元 为 极 小 的 ( 指 
在 A(F,) P). 如 果 (X,T) 极 小 , 则 反之 亦 然 . 

证 明 RREH (1), 其 余 作 为 习题 . 

(1) 设 r X distal W,z71,72 E€ Fr AR u H E(Fr) WS. 当 zl Er if, A 
uz, + uz2. 也 就 是 说 , u 为 单 射 . MAW u= lur) 所 以 u= 1r, 这 说 明 ECF) 
的 任意 寡 等 元 为 1p。. 设 B 为 闭 的 理想 , 那么 E(FL)-BCB. AT 1p, € B, 故 
B = E(Fi). 这 说 明 五 (Fz) 极 小 并 且 为 群 . 

Mz, 设 (X,T) 极 小 ， 如 果 zi1,7x2 € Fy, (1,22) € P(X,T), 那么 存在 p € 
H(X,T), 使 得 pzl = pro. 不 妨 设 pry = pra = y En-!(z), 从 而 有 pz = x. 即 可 以 
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设 p € m~! (Isos). 这 样 就 存在 p € A(Fr), 使 得 pri = pre. 由 于 E(Fr) 极 小 , 存在 
p' € E(Fz), 使 得 pp = 1p,. 于 是 zl = p'pxy = p'pr2 = x2, 从 而 m W distal. 口 

EH 9.1.6 Bo: (X,T) 一 (X,T) 为 因子 映射 如果 (X,T) 为 传递 的 且 n 
A+ distal 的 , AA r 极 小 . 

证 明 it x, € Trans, H A CcC OX WR r(A) = X 闭 不 变 子 集 . WEE 
z2 E€ A, 使 得 r(zl) = 7(z2) = £. 因为 zl 为 回复 点 , 存在 AlFe) HUREN u, 使 
得 uz, = 21. 因为 zi 为 传递 点 , zi, za € Fe, 存在 pe 4( 严 ), 使 得 za = pri = pur. 

理想 A(Fr)pu BE T RRG v, 即 存在 pi E A( Fe), 使 得 v= pipu. 因为 r 
为 半 distal 的 , ATLA u 极 小 (定理 9.1.5). 于 是 A(Fryu = A(F)v. 尤其 we A(Fi)v 
蕴含 wv =u. 这 样 zi = ux, = Uvr = up pur, = up zo, 继而 zl € A. 口 

作为 推论 有 

命题 9.1.7 ”一 个 传递 系统 (X,T) 与 一 个 半 distal 极 小 系统 (Y, 5S) 弱 不 交 当 
且 仅 当 它 们 为 不 交 的 . 

WER SX KY OX ABM. Wh Y HÆ distal 的 , 所 以 7 为 半 distal 
扩充 . 因为 半 distal 扩充 为 极 小 的 , 所 以 根据 命题 9.1.2(4). 就 有 (X,T) 1 (Y,5). O 

定理 9.1.8 ”任何 传递 的 扩散 系统 与 极 小 半 distal 系统 为 不 交 的 . 

证 明 B(X, T) 为 扩散 的 ,(Z S) 为 极 小 半 distal 的 . BE m : X xY > X WR 
射 . 由 扩散 定义 , (X xY, T x S) 为 传递 的 . 因为 m 为 半 distal 的 , 由 定理 9.1.6, 7 
为 极 小 的 . 于 是 由 定理 9.1.2, (X,T) L(Y, 8S). E 

推论 9.1.9 ”一 个 传递 系统 (X,T) 与 一 个 distal 极 小 系统 (Y, S) 弱 不 交 当 且 
仅 当 它们 为 不 交 的 ， 

习 题 9.1 

1. 证 明 命题 9.1.2 的 (3) 和 (4). 

2. 证 明 : 如 果 (X,T) 1 (Y,S) B (Yi,51) 为 (Y, S) 的 几乎 一 对 一 扩充 , 那么 (X,T) 上 
(Yi, Si). . 

3. 设 (X,T) 为 极 小 的 点 distal 系统 , 而 (Y, 5) 为 极 小 系统 . WEH: (X,T) 与 (Y, 5) 为 
弱 不 交 的 当 且 仅 当 它们 为 不 交 的 . 

4. 设 (X,T), (Y, 5) 为 极 小 系统 , 并 且 X 的 proximal 关系 为 等 价 关系 . WEH: (X,T) 与 
(Y, S) 为 弱 不 交 的 当 且 仅 当 它们 为 不 交 的 . 

5. 证 明定 理 9.1.5(2) 和 (3). 提示 : 参见 文献 (Akin etc). 


89.2 ”一 类 重要 的 不 交 性 定理 


在 遍历 理论 中 , 一 个 关于 K 系统 的 重要 刻画 是 它 与 所 有 和 零 粹 系统 是 不 交 的 . 作 
为 这 个 结果 的 拓扑 类 似 , Blanchard 证 明了 upe. 系统 不 交 于 所 有 极 小 零 拓扑 粹 系 
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统 . 在 这 一 节 中 , 我 们 先 给 出 这 个 定理 的 证 明 , 然后 沿用 证 明 的 方法 给 出 一 系列 重 
要 的 不 交 性 定理 . 

定理 9.2.1 ”任何 upe 4KRER)DRAZRARE HW. 

证 明 设 (X,T) 为 up.e. 的 系统 而 (Y,5) ARDSMAR. 如 果 它 们 不 是 不 
交 的 , 那么 在 这 两 个 系统 间 存在 一 个 非 平凡 的 joining J, 由 Zorn 引 理 , 可 以 假设 J 
为 极 小 的 joining, 即 没有 J 的 真子 集 为 X W Y H joining. 

A J(x)= {y EY : (x,y) ed 假设 存在 zz' € X, 使 得 (ac) NJ (a) = Ø. 设 
r 和 7 是 J 向 X 和 YY 的 投影 映射 . 因 (ac, 2’) € E(X, T), BREATHER, 存在 
yy E Y, 使 得 (x,y), (ze Eo(J,T x S). 由 假设 J(z) N J(2') = 8 My zy’. 
于 是 就 有 (y,y) € E(Y, S), 5 Y FHT JE. 

于 是 对 任意 z,z' < X, 都 有 J(z) J(z') 42. 考虑 J WFR: 


=|J {xz} x (J(z) A J(Tzr)) = (J {x} x ( J(xz)N S(J(z))) = JN (id x S)J. 
rex EX 

易 见 J 为 闭 的 不 变 子 集 ， 根 据 假设 ,对 每 个 r e X, J(x)N J(Tz) + Ø, 所 以 
m(J') = X. 由 (Y,5) 的 极 小 性 , ra(7) =Y. WRA 7 = J, 这 意味 着 对 每 个 
z E X, J(z) = SJ(z) 为 极 小 系统 Y 的 非 空 不 变 的 闭 子 集 . 这 样 7(z) = Y, 因此 
J=X xY, 5 J 是 真 joining 矛盾 . RU J A J HAF joining, 因此 J 不 能 为 
极 小 joining. 矛盾 ! 所 以 X 5 Y RX. 口 

下 面 我 们 将 上 面 的 方法 一 般 化 . 

EN 9.2.2 “” 称 二 元 关系 R 为 Blanchard 性 质 , 是 指 它 满足 对 任意 扩充 T: 
(X,T) > (Y,S) RÈ: 

(1) 遗传 性 : 如 果 (2, 2’) € R(X,T) E r(x) Æ r(x), W (a(x), 7(2’)) € R(Y, S); 

(2) 提升 性 ， 如果 (y,y’) € RY, S), 则 存在 (z,2') € R(X,T), 使 得 a(x) = 
yY, T(z) =y". 

完全 类 似 于 上 定理 证 明 , 我 们 得 到 如 下 重要 判别 不 交 性 的 定理 : 

定理 9.2.3 i (X,T) 为 传递 系统 而 (YS) 为 极 小 系统 , RA Blanchard 性 质 . 
如 果 R(X,T)AXx X HAREM RY,S) = Ay, 则 (X,T) L (Y,S). 

证 明 ”如 果 (X,T) 上 (Y,S) 不 成 立 , 那么 在 这 两 个 系统 间 存 在 一 个 非 平凡 的 
joining J, 由 Zorn 引 理 , 不 妨 设 joining 为 极 小 的 . 

假设 存在 z,2' € X, 使 得 J(z)myJ(z) = Ø. AA r J(z) AX Bl 2Y HEX 
连续 映射 , 所 以 存在 X x X 的 稠密 Gs 集 Ri, 使 得 在 R 上 J x J 为 连续 的 . 又 因 
为 R(X,T) AX x X 的 稠密 集 , 所 以 存在 (z,z) € R(X,T), 使 得 (zz) F (z,2’) 
充分 近 , 进而 满足 (ce) (2)= 8. Rm Am RIX AY 的 投影 映射 . 因 
(zx, x’) € R(X,T), 由 提升 性 知 , 存在 y,y € Y, 使 得 (x,y), (a, y’)) € R(T x S). 由 
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假设 J(z) J(z') = 9 My Ay. 于 是 就 有 (y,y) € RUY, S), (AX R(X,T) = Ay 
矛盾 . 

于 是 对 任意 z,z' CX, 都 有 J(e) N Jx) Fo. 下 面 的 证 明 完 全 类 似 于 上 面 的 
定理 证 明 , 略 去 . | o 

根据 命题 8.1.5, Coms(X, T) X Blanchard 性 质 . 另外 , 根据 对 S 等 度 连续 的 刻 
画 (定理 8.1.8), 有 

定理 9.2.4 B S = {5}, 是 Z| 的 一 个 无 穷 序列 . BAS 扩散 系统 不 交 于 
极 小 9 等 度 连续 系统 . 

下 面 给 出 关于 mild 混合 及 强 混合 系统 的 两 个 不 交 性 定理 , 进而 得 到 mild 混合 
系统 没有 非 平凡 的 一 致 刚性 因子 的 结果 . 为 此 , 我 们 首先 研究 一 致 刚性 与 S 等 度 连 
续 的 关系 . 

引 理 9.2.5 i (X,T) 为 动力 系统 . 如 果 (X,T) 为 一 致 刚性 的 , 则 存在 IP 集 
A, 使 得 (X,T) 为 A 等 度 连续 . 如 果 (X,T) LAE 系统 的 话 , 则 反之 也 成 立 . 

证 明 ”首先 假设 (X,T) 为 一 致 刚性 系统 . 由 一 致 刚性 的 定义 , 存在 自然 数 序列 
{ni < n2 <… 小 使 得 D(T™ id) = supyex d(T" z, £) < 5 WwW A 是 由 {n:i cN} 
生成 的 IP R. 我 们 将 说 明 (X,T) 为 4 等 度 连续 的 . 

对 给 定 的 e > 0, 存在 KK > OWE zp < 5. 令 Ar 是 由 {m : i > K} 生成 的 外 
集 . 注意 到 如 果 be Ax, W b= nia +ni +---+ni,,, RPK Si < ig <.< im. 
从 而 有 

D(T®, id) < 》 D(T™, id) < Y 5 < 7 
j=l i=K 

现在 设 Bk = {ni tm, 十 :十 mi， :1<t1 <i <- <im < K}. 由 于 Br 为 
HRR, 可 以 找到 6 > 0, 使 得 只 要 d(z,y) < ô, 就 有 d(Tez,Tey) < 3 对 任意 ce Bx 
RL. AN, Bac A, WHE DE Ak 和 ce Br, 使 得 a=5+c. 因此 当 d(z,y) <6 
时 , 有 

d(T*x,T*y) = d(T°(T°a), T°(T¢y)) 
< d(T?(T°x), Tex) + d(T¢x, T°y) + d(T?(T°y), T°y) 
< D(T*,id) + = + D(T*,id) 
<E. 
这 就 说 明 (X, T) 为 4 等 度 连续 的 . 

现在 设 (X,T) 为 4 等 度 连续 的 , (X,T) X E RS, 其 中 A A {p:i EN} E 

成 的 IP R. 不 失 一 般 性 , 可 以 假设 对 每 个 ie N, pin > 2 pj XT k EN, B Ar X 


j=1 
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由 {pi :1 > k} 生成 的 IP $. 

固定 一 传递 点 ye X, HU, = fe € X : dey) < 二 } 由 于 (X,T) X 
EAR, 存在 具有 全 支撑 的 不 变 测度 jy， 因 此 jy(Un) > 0. 由 于 (Un) > 0, 所 以 
T- Up, T (Pitp2) U, T—(P1tp2t+p3) U,,,... 不 能 互 不 相交 , 这 样 存在 1 < i < j, 使 得 
Tit +P), N TP+ +U, AS, BU, NT Pmt +U, AS, 这 说 明 AN 
N(Upn, Un) # D. 类似 地 , 我 们 能 证 明 An N N (Un, Un) # Ø. W an E€ N(Un,Un)NAn, 
使 得 a <a laz <È. 

因 (XT) 为 4 等 度 连 续 的 对 每 个 s > 0, 存在 6 > 0, 满足 只 要 d(z,y) < ô, 

就 有 d(T%r,T*y) < = = 对 ac A 成立 W M en, 使 得 < min { 5, ô}. 由 于 
Tat MU: 所 以 存在 Zn E€ T™ Un NUn. 进而 当 me 时 , 有 


1 
d(T y,y) < d(T°"y, zn) + d(Zn,y) < 5 Pog 
这 就 说 明 im d(T*y,y) = 0. 
以 下 证 明 | lim D(T, id) = 0. 因 (X,T) 为 4 等 度 连续 的 , 对 每 个 。 > 0, F 


在 5 > 6 > 0, 满足 只 要 d(x,22) < 6, 就 有 d(T%x1,T?22) < 5 Xf a € AWA. 设 


zl za, ,ze EX, 使 得 开 球 B(zi, 2), 1 < i < 的 并 覆盖 了 空间 X. 因 y 为 传递 
点 ,对 每 个 1 <i< k, FETE ti € N, WF Ty € B(z,5). WF lim d(T*"y,y) =0, 
我 们 能 够 找到 M > 0, 使 得 当 n > M Bt, 就 有 max d(T (Tey), Tey) < $. 


对 任意 的 ze X, 存在 i 使 得 x € B(2, T 当 n > M 时 , 有 


d(Torz, x) = d(T x, T°” (Ttiy)) + d(T (Ttiy), Ttiy) + d(Ttiy, £) 


a ay 
3 3 l 


因此 D(T, id) < e 对 n> M 成 立 . 进而 lim D(T°»,id) = 0, B (X, T) 为 一 致 刚 
性 系统 . 口 

借助 于 上 面 的 引 理 , 现在 我 们 能 证 明 

定理 9.2.6 mild 混合 系统 不 交 于 一 致 刚性 的 极 小 系统 . 

证 明 ik (X,T) 为 mild 混合 系统 . 假设 (Y, S) 为 极 小 一 致 刚性 系统 . 由 引 理 
9.2.5, FETE IP 集 A, 使 得 (Y, S) 为 4 等 度 连续 的 . 由 定理 8.2.6, (X,T) 为 4 扩散 系 
统 . 进而 由 定理 9.2.4, (X,T) RZF (Y, S). 口 

Glasner-Maon(1989) 说 明 存在 极 小 的 弱 混 合 且 一 致 刚性 的 系统 . 于 是 极 小 一 臻 
刚性 系统 可 以 有 非常 复杂 的 动力 学 性 状 、 另外 ，Akin-Glasner(2001) 指出 存在 非 平 
凡 Fwar 传递 的 一 致 刚性 系统 . 但 是 , 我 们 有 
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定理 9.2.7 ”任何 非 平 凡 一 致 刚性 系统 不 可 能 也 为 mild 混合 的 . 

证 明 (X,T) 为 非 平 凡 一 致 刚性 系统 . 根据 引 理 9.2.5, 存在 IP 集 A, 使 得 
(X,T) 为 4 等 度 连续 的 . 于 是 由 命题 8.1.9, Com4(X,T) = s. mÈ (X,T) 为 mild 
混合 的 , 那么 (X,T) 为 4 扩散 的 (定理 8.2.6), 于 是 Coma(X,T) = X? \ Ac. 这 说 
明 (X,T) 为 平 几 的 , 矛盾 ! 从 而 (X,T) AA mild 混合 的 . 口 

定理 9.2.8 ” 强 混 合 系 统 不 交 于 极 小 刚性 系统 . 

证 明 设 (X,T) 为 强 混合 系统 , (Y,5) 为 相对 于 Z+ 的 无 穷 序列 {ne}e 的 
极 小 一 致 刚性 系统 . 假设 {Un} AX WAE. 设 


Xo= [| (© N reun) 
n=1 \j=1 k=j 

Al (X,7) 为 强 混 合 系统 , Xo 为 X 的 稠密 Gs R. 现在 设 J 为 (X xY,T x S) 的 一 
个 joining. 则 对 每 个 zs Xo, 存在 ye Y, 使 得 (z,y) € J. 由 于 lim Ty = y 以 及 
jar Uk; T” £) = X, A cl(orb((z, y),T x S)) > X x {y}. 因此 J D X x {y}, it 
Ti J =X xY. 这 说 明 (X,T) REF (Y, 5S). o 

类 似 地 可 以 证 明 , 不 存在 非 平 凡 、 刚 性 的 强 混合 系统 . 

习 题 9.2 

1. 称 (X,T) 为 对 角 流 是 指 {(z,Tz) :ze X} C E(X,T). 证 明 : 任意 传递 的 对 角 流 不 
TSMR. | 

2. 证 明 : 不 存在 非 平 几 刚 性 的 强 混合 系统 . 提示 : 参见 (Glasner-Maon, 1989, 命题 6.4). 

3. 请 用 本 节 方 法 给 出 更 多 的 不 交 性 定理 . 


89.3 不 交 性 与 弱 不 交 性 


本 节 讨 论 不 交 与 弱 不 交 的 关系 . 如 果 两 个 极 小 系统 (X,T) 和 (Y, 5) 为 弱 不 交 
的 , 那么 它们 的 极 大 等 度 连 续 因 子 (Xea T) 和 (Yoa 5) 也 是 弱 不 交 的 . 由 于 传递 的 
等 度 连续 系统 为 极 小 的 , 于 是 此 时 (Xea T) 和 (Yoa, S) 为 不 交 的 . 一 个 自然 的 问题 
就 是 , 道 命题 也 成 立 吗 ? 即 如 果 两 个 极 小 系统 的 极 大 等 度 连 续 因 子 为 不 交 的 , 那么 
是 否 它们 为 弱 不 交 的 ? 一 个 特殊 的 情形 是 , 4X = Y 的 时 候 , 此 时 命题 成 为 : 极 小 
系统 为 弱 混合 的 当 且 仅 当 它 没 有 非 平凡 的 等 度 连 续 因子 . 这 个 结论 我 们 在 前 面 已 经 
提 到 过 , 在 这 里 我 们 给 出 它 的 证 明 , 并 且 运 用 类 似 的 方法 给 出 前 面 问题 的 肯定 回答 . 
在 证 明 过 程 中 , 我 们 还 给 出 极 小 系统 的 局 部 proximal 关系 是 等 价 关 系 的 一 个 证 明 . 
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以 下 假设 (X,T) 为 可 逆 系 统 , 对 于 一 般 情 况 , 运用 自然 扩充 可 以 得 到 相应 的 
结论 . 

定义 9.3.1 系统 (X,T) 上 的 一 个 连续 不 变 伪 度 量 是 指 一 个 满足 下 条 件 的 连 
$y Hp: XxX > Ry: 

(1) p AWARE, 即 满足 p(x, x) = 0; p(z,y) = ply, s) KR p(X,z) < p(z,y) + 
p(y, z); 

(2) p(Tz, Ty) = p(x, y). 

如 果 p 为 连续 不 变 伪 度 量 , 则 可 以 定义 关系 


D(p) = {(21, £2) : p(£1, £2) = 0}. 


那么 .D(p) 为 财 的 不 变 的 等 价 关系 . 进一步 地 , 我 们 有 

引 理 9.3.2 如果 p 为 (XX,T) 上 的 连续 不 变 伪 度 量 , 则 Sea © D(p) 

证 明 ”根据 推论 3.5.13, 为 了 证 明 Seq C D(p), 我 们 仅 需 证 明 Q(X,T') C 
D(p). 对 任意 (x,y) € Q(X, T1), 根据 定义 , 存在 .(zi, y) > (x,y) 以 及 ni € N, 使 
4G n; > œ H (T ™ r, T "iyi) > A. 因为 


p(zi, yi) = p(T™ (T ™ a4), T™ (Ta) = p(T ri, T ys), 


两 边 取 极限 , 根据 p 的 连续 性 就 有 p(x,y) = 0. 所 以 Q(X, T!) C D(p). 口 
BI 9.3.3 设 兄 为 碟 上 一 族 连续 不 变 擅 度 量 , 且 满 足 : 


D( = 站 Do:ps 了 中 ESEQCGT-D， 


则 有 Seq = Q(X, T1). 

证 明 根据 

Q(X, TT!) C Seq E D(X) C Q(X, TT?) 

即 有 结论 . o 

EN 9.3.4 设 几 为 (X,T) 上 的 一 个 不 变 测 度 (为 正则 的 ), LR NAXKX 
的 闭 子 集 . 则 N(x) = {ye X: (t,y) E N) AX BAR, CX pn: XxX Ry, 
使 得 

pn (£1, 22) = WN (21) AN (z2)). 

5| 9.3.5 8 (X, T) 为 极 小 系统 . wRNAXKX 的 闭 不 变 子 集 ((T x 
T)N = N), N pn 为 连续 不 变 伪 度 量 . 

WAR ”因为 (TxT)N =N, 所 以 N(Tz) = TN(z). 于 是 


pN(Tz, Ty) = wW(N(T2)AN(Ty)) = w(T(N(2)AN(y))) = pn (z,y). 
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这 样 我 们 仅 需 证 明 pw 为 连续 的 即 可 . 我 们 将 证 明 分 成 若干 步 完 成 . 

(1) 对 任意 ce X 以 及 开 集 U CX, MR N(x) CU, 那么 存在 z 的 邻 域 V, 使 
得 对 任意 z’ eV 成立 N(z') CU. 

& F =m(r3 [X \ UJAN), Ray: Xx X X, i=l? 为 到 两 分 量 的 投射 
WF AMR, Aine’ gF, WE N) CU. S V=X\F, WV As 的 邻 域 , H 
N(x’) CU,V2! EV. 

(2) 对 任意 21,02 € X, 4(N(z1)) = w(N(22)). 由 于 为 正则 的 , 对 任意 s > 0, 
FERR U, 使 得 N(xz1) CU 且 AD) < p(N(21)) +e. 根据 (1), 存在 zl WRR V, 
使 得 对 任意 x'e V 成 立 N(x’) CU. 由 于 X 极 小 , 存在 ne Zy, 使 得 T"z2 E V. 
进而 N(T"z2) CU. FÆRA 


pAN(z2)) = w(L"N (22)) = w(N(T"a2)) < p(U) < uN (er) +e. 


所 以 jp(N(z2)) < w(N(21)). 同 理 u(N(21)) < w(N(22)). | 

(3) 对 任意 zi, zz < X, pn (x1,72) = 2p(N(21) \ N(x2)) = 24(N (z2) \ N(21)). 
只 要 证 明 jy(N(z1) \ N(x2)) = yp(N(z2) \ N(21)) 即 可 . 此 由 jp(N(z1) \ N(z2)) = 
w(N(21)) 一 J(N(z1) N N(x2)) 易 得 . 

(4) 对 任意 ze X 及 任意 c > 0, 存在 x WIR V, 使 得 对 任意 oc’ CV, 有 
pn(a,2') < € 成 立 . 

对 任意 s > 0, H u WEN, 存在 开 集 局 , 使 得 N(x) CU H alU) < w(N(21))+ 
5. 由 (1), 取 > 的 邻 域 V, 使 得 对 任意 we V, R NG’) CU. 由 (3) 有 

pw(z,z) =2p(N(z)\N(z)) < 2p(U \ N(z)) < €- 


(5) 根据 (4) 即 有 对 任意 (21,22) € X x X, pn 在 (21, 22) 处 连续 . 口 
引 理 9.3.6 i (X,T) 为 极 小 系统 , NAXKX HARKER, MHS 
(£1, £2) E€ D(pn) 以 及 X HAR UV, 有 


UC N(x) 当 且 仅 当 U C N(z2). 


WEAR REE (11, 22) € D(pw) 以 及 开 集 U 满足 VCN(z1), 但 是 UN(z2). 
那么 


u(U \ N(x2)) < (N (21) \ N(x2)) < (N (z1)AN(22)) = pn (21, £2) = 0. 


Fgh U \ N(22) 为 非 空 开 集 , 而 由 X 极 小 有 suppu = X, 所 以 有 AZ \ N(22)) > 0. 
二 者 矛盾 ! 口 
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“PRUE Q(X,T) 为 等 价 关 系 . 实际 上 , 我 们 还 要 说 明 Q(X,T) 与 Z 作用 下 的 
局 部 proximal 关系 是 一 样 的 . Z 作用 下 的 局 部 proximal 关系 Q2(X,T) 定义 为 


Qz(X,T)= [| U (T x T)” Ag. 
e>0 n=- 

定理 9.3.7 (X,T) 为 极 小 系统 , 则 Seq = Q2(X,T) = Q(X,T") = Q(X,T), 
BP Q(X,T) 为 等 价 关系 . 

证 明 ”定理 3.5.9 已 经 证 明 QX, T!) = Q(X,T), 类 似 的 证 明 可 以 说 明 它们 
与 Qz(X,T) 相同 . RFA XxX 中 全 体 非 空 闭 不 变 子 集 组 成 的 集合 , + = 
lon: NEF} 为 证 Q(X,T) 为 等 价 关 系 , 根据 引 理 9.3.3, 我 们 仅 需 证 明 D(2) c 
Qz(X,T). 

Xe > 0, HM N =UP_ (Fx T)-"A., HH A. = {(z,y) : d(z,y) < e}. F 
是 NEGF. WR (21,22) € D(X), WAH (21, 22) E€ D(pn). 

根据 引 理 9.3.6 及 Be(x2) C N(a2), 有 Be(x2) C N(a1). 尤其 za € N(x). 
所 以 (x1,£2) E N = UT xT) "A. Ae 的 任意 性 , 就 有 (21,22) E 
Meso Ur=-œ(T x T)-"Ae = Q2(X,T). 口 

对 弱 混 合 系统 , 我 们 有 下 面 的 定理 

定理 9.3.8 设 (X,T) 为 极 小 系统 , 则 以 下 各 命题 等 价 : 

(1) (X,T) 为 弱 混 合 的 ; 

(2) Q(X,T) =X x X; 

(3) Seq = X x X, Bp X RA AR-F ILA F BE EF. 

证 明 ”由 定义 易 证 (1) = (2), 而 (2) > (3) 是 显然 的 . 根据 推论 3.5.11 和 定理 
9.3.7 就 得 到 (3) > (1). 下 面 给 出 (3) > (1) 的 一 个 直接 证 明 . 

设 Ui, U2, V, V2 AX 的 非 空 开 集 , 下 证 存在 n € Z, 使 得 (Ui x U2) N(T x 
T)"(Vi x Vo) 关 Ø. 根据 和 的 极 小 性 , FE m e Z, 使 得 W = UNTV #2. & 
x ETmVi, BA {ct} xW C(TXT)™(Vi x Va) CUT TxT"W x Vo) = N. Ñ 
KEX, W C N(x). 由 于 Sea = X xX C D(pn), 所 以 对 任意 x'€ X, (2, 2’) € D(p). 
根据 引 理 9.3.6, WA W C N(x). 即 


{zr}xWEN= |] xT)" x Wa). 


特别 地 , 取 z e U, WW (Ui x W) NUP (T XT)" x V2) # Ø. AF W C Ua, BF 


以 存在 ne Z, 使 得 (Ui x U2) ON (T x T)” (Vi x V2) # Ø. FH (X xX,T xT) AZ 
传递 的 , 自然 也 是 传递 的 (请 读者 验证 ). 所 以 (X,T) 为 弱 混 合 的 . 口 
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下 面 我 们 推广 上 面 的 结论 . 在 本 节余 下 部 分 均 假 设 (X,T) 为 极 小 系统 , 而 (Y, 3) 
AER E 系统 . 设 凤 为 了 上 的 具有 全 支撑 的 不 变 测度 . 如 果 N HX xY 的 闭 子 
R. W N(z) = {y EY : (x,y) E N} X Y 的 闭 集 ,定义 pw: X x X >R, EG 


PN(Z1, £2) = U(N (z1)AN (z2)). 


完全 类 于 上 面 的 讨论 我 们 得 到 : 如 果 N 为 X xY 的 闭 不 变 子 集 , 则 pw 为 连续 不 
变 伪 度量 . 以 及 
引 理 9.3.9 i (X,T),(Y,S) 以 及 N 如 上 假设 . 则 对 任意 (21,22) € D(pN) 以 
及 了 的 开 集 U, 有 
US N(z1) 当 且 仅 当 UC N(x2). 
定理 9.3.10 H (X,T) 为 极 小 系统 , 而 (Y,S) 为 卫 系 统 . 如 果 (Y, 5S) 不 交 于 
(X,T) 的 极 大 等 度 连续 因子 , MA (X xY,T x S) 为 传递 系统 . Bp 


(Xea: T) L (Y, S) = (X,T) 人 (Y, S). 


WR i8 {USM {VI} 分 别 为 人 和 YY 的 可 数 开 和 集 族 并 且 {U x Vi} AXXxY 
的 一 组 可 数 基 . 取 定 zeEX 及 ieN. 

设 W 为 Y 的 任意 一 个 开 集 , S N = Ui-_w(T Xx5)"({z} x W). 根据 引 理 
9.3.9, 可 以 证 明 Seq(x)xW CN. 因为 X 极 小 ,所 以 Ui/ Seq TE Xeq = X/Seq 中 有 非 
空 的 内 部 . 于 是 由 于 X/5。 LY, FE n EZAR w eW, (849 (T x S)"(2/Seq,w) E 
(Ui /Seq) x Vi. 进而 存在 w € Sealt), 使 得 (T x S)"(a’,w) € Ui x Vi. 所 以 NN (U; x 
Vi) AS. 这 样 我 们 得 到 , 存在 me ZUR w eW, (ee (T x S)™(2,w') € Ui x Vi. 
因为 W 为 Y 的 任意 开 集 , 我 们 得 到 集合 


A; = {y E Y :存在 nn, 使 得 (T x S)"(zx,y) € Ui x Vi} 


为 了 的 稠密 开 集 . 于 是 De) =NE, A 为 了 的 稠密 的 Gs 集 . 尤其 (XxY,T x S) 
为 Z 传递 的 , 自然 也 是 传递 的 (请 读者 验证 ). 口 
由 上 和 定理 我 们 易 有 如 下 重要 的 推论 : 
定理 9.3.11 两 个 极 小 系统 为 弱 不 交 的 当 且 仅 当 它们 的 极 大 等 度 连续 因子 为 
不 交 的 . 
证 明 ”结合 推论 9.1.9 与 上 定理 即 可 得 到 , 请 读者 自 证 . 口 
习 题 9.3 
说 明 本 节 的 结果 对 于 非 同 胚 情况 仍然 是 成 立 的 . 
说 明 本 节 的 结果 对 于 一 般 群 作用 也 是 成 立 的 . 
任何 极 小 弱 混 合 系统 与 任何 极 小 point distal 系统 为 不 交 的 . 
完成 定理 9.3.11 的 证 明 . 


上 
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5.  (X,T) 和 (Y,S) WZ RRX, T) 为 极 小 弱 混 合 系统 , 而 (Y, S) AE ABE. 则 对 
Vr EX, 集合 D(x) = {y EY : (x,y) 在 Xxyr 中 有 稠密 轨 } 为 了 的 稠密 Gs R. 
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Furstenberg(1967) 提出 如 下 的 一 个 问题 : 如 何 刻画 与 全 体 极 小 系统 不 交 的 系 
统 ? 在 这 一 节 和 下 一 节 我 们 将 讨论 这 个 问题 . 设 M 为 全 体 极 小 系统 组 成 的 集合 . 我 
ANER: 如 果 (X,T) € M+, 那么 工 中 极 小 点 稠密 ; 如 果 (X,T) 还 为 传递 的 , 那么 
(X,T) 为 弱 混 合 的 . 

定义 9.4.1 Zp 的 一 个 子 集 4 称 为 一 个 m 集 , 是 指 存在 极 小 系统 (Y,S), 
y EY 以 及 站 的 开 集 了 ,使 得 42 My,V). 

对 于 传递 系统 , CEDE M+ 中 能 够 通过 下 面 的 定义 转化 为 对 m 集 的 处 理 . 
对 极 小 系统 (Y, S), 我 们 定义 


Fy ={A CZ, :存在 某 个 y EY 及 非 空 开 集 V, 使 得 4 Ny, V} 及 
kfFy={BCZ,:BNAzYO,VAE Fy}. 


定理 9.4.2 34 (X,T) 为 传递 系统 且 ze Transz, 则 

(1) (X,T)€ M+ 当 且 仅 当 对 r 的 任意 邻 域 [ URES mK A, A N(z,U)N 
AF Ø; 

(2) (X,T)L(Y,S) 当 且 仅 当 对 x 的 任意 开 邻 域 U, 有 N(x,U) € kFy. 

证 明 ”我 们 仅 证 (1), (2) 的 证 明 类 似 . 

设 (X,T) e ME. 对 任意 m R A, 存在 极 小 系统 (Y, S), y EY 以 及 了 的 开 集 
V, 使 得 AD N(y, V). 

i J =cl(orb((x,y),T x S)). W J A (X,T) fl (Y, S) HY joining. AA (X,T) L 
(Y,S), 所 以 J =X xY. 于 是 对 z 的 任意 邻 域 U0, 有 N((z,y),U x V) # Ø, BẸ 
N(2,U)NA¥@. 

反之 , 设 (Y, 5) 为 极 小 系统 , J A (X,T) 和 (Y, S) 的 joining. BUFE y EY, 
使 得 (z,y) € J. MF z 的 任意 邻 域 UV 以 及 Y 的 任何 非 空 开 集 V, 有 N(z,U)N 
N(y,V) # Ø. 于 是 cl(orb((z, y),T x S))N(U x V) # Ø. AYA cl(orb((z,y),T x S)) 
AT x S 不 变 的 闭 集 , 所 以 cl(orb((z,y),T x S))=X xY. FÆJ=XxY. 口 

对 任意 S C Zy, B ls X Z, 到 {0,1} 的 指示 函数 , 即 当 s € S 时 ,1s(s) = 1; 
X s g S 时 ,1s(s) = 0. WẸ s= (s(0),s(1),---) € X = {0,1}, 那么 用 sin; m] ic 
(s(n), s(n +1),---,8(m)), Het n < m. Bo: D> S ARENA. 对 有 限 词 4, 以 
|A| 记 4 的 长 度 

下 面 的 定理 在 本 节 中 将 起 关键 的 作用 . 
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-定理 9.4.3 每 个 Fis 集合 包含 了 一 个 m 集 . 

证 明 FC Fig. iE y” = 1p, € {0,1}, HBR C F H y= limy” =14 
为 极 小 点 . i Y = c(orb(y,o)) & [1] = {x € Y : z(0) = 1}. RHACKR 
A= N(y,[1]), 我 们 就 可 以 得 到 定理 的 结论 . 

为 得 到 y”, 构造 有 限 词 An, 使 得 y” 以 An 开始 并 且 An 在 y” 中 syndetic 出 现 
(指出 现 的 位 置 组 成 一 个 syndetic 集 ), 另外 Anti 也 以 An 开始 . 我 们 能 够 做 到 如 此 
的 原因 在 于 对 每 个 ne N, 1" = (1,---,1) (n 个 ) Æ 1p 中 syndetic 出 现 . 具体 地 讲 ， 
我 们 如 下 构造 : 

第 1 步 . 构造 A RF CF, we A Ey = lrn PUL 间距 出 现 ,并且 人 以 
Ai 开始 . 

i minF = kı -1 K Ay = 1p[0;k - 1]. $ r = k. 因为 Fe Fis, 17 在 
F 中 出 现 的 位 置 Wi = {wt ta, } 为 一 个 syndetic 集 . 不 失 一 般 性 , W 2ri < 

Wii ~w} Sh Bk < wi < h, RPL AHN 中 元 . 设 好 =wi EN 取 
y! € {0,1}4+, 使 得 y![0;kı — 1) = Ay, y!ful;u} + kı — 1] = Ar H y!(j) = 0 4 
j € Z4 \ ([0; ki — 1] UUM, [u]; u} + ky — 1). 

易 见 , A 在 yt 中 以 间距 h KRH F cF, 其 中 1p, = yt. 

第 2 步 . 构造 A K FCF, 使 得 

(1) Ao 形 如 A1ViAi, 且 如 果 ko = |4?|, 那么 Ao = y'[0; k2 — 1); 

(2) y?[0; k2 — 1] = Ao, 并 且 Ai, Ao TE y? 中 分 别 以 间距 和 l2 syndetic 出 现 ; 

(3) y= (6EZ,:y() <1} CF. 

i ka = ul th, Æ Ag = y'[0; k2— 1]. W Ao 形 如 AiViAi. & re = 21, + 2k + ko. 
因为 Fe Fis, 1? 在 下 中 出 现 的 位 置 We = {wi, w3,---} 为 一 个 syndetic #. AR 
一 般 性 , 设 2r2 < v3 — w? <S la — (l + ki) H 2k2 cui S l2- (h + ki), 其 中 心 为 
某 N 中 元 . 

为 得 到 y?, 对 每 个 ie N, 我 们 改变 y! 在 [ww 十 72 一 1 处 的 值 . 下 面 我 们 论 
述 如 何 改变 [wii wt + re — 1] 处 值 的 大 致 想法 . 

设 k,j WE ul < wi cup Ru; ee ee er Re, Al 
W (uj —1—up—ki — ke) /ky ERRA. S u? = uk tki. W y [ui uf + k2- 1] = Ae 
RB y?[u? + ko + pki; u? + k2 + (p + 1)ki — 1] = Ai, Yp = 0,1,---,1-1. 即 先 在 位 置 
ut 处 取 Ao, 再 放 入 尽 可 能 多 的 Ai. 同样 处 理 [w?; w? + ra 一 7 > 我 们 得 到 
u? e [w2,2w2 十 72 — 1], 4S y?[u?; u? + k2 — 1] = A2, i = 1,2,- 

以 如 此 方式 我 们 得 到 y. 易 见 y Al y? 只 有 在 [ww +r 一 1 处 相 异 . 这 样 


Fy = {i € Z4 : yi) = 1} c AU ;w+r — 1]. 


i=l 
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同时 根据 构造 , A, Ao 在 ?中 分 以 间距 li 和 l syndetic HI. 

第 3 步 . 归纳 构造 Andi 和 Bn4yi C F, 使 得 

(1) Am+1 ÉW AmVnAm, HOO km+1 = |Am+1|, 那么 Amoi = y™ [03 km+1— 1]; 

(2) yt 0; km4i — 1] = Amar 且 对 每 个 1<i< msl, A; Æ yrth PUL 为 
间距 syndetic 出 现 ; 

(3) Pag = {iE Ziy" tij = yC F. 

构造 完全 类 似 于 第 (2) 步 , 我 们 省 略 之 . 

这 样 我 们 得 到 了 yt. 易 见 ye) 和 ym 仅 在 [WP wt + rmy 一 1](i = 
1,2,---) 处 相 异 . 于 是 


Frings = {i € Za YH) = 1} C FnU fer wt? + rms — 1). 
i=1 
且 由 构造 , 对 任意 1 <i<m++1, A Æ yt! 中 以 间距 l; syndetic 出 现 . 
综 上 , 我 们 对 于 任意 meN, 定义 了 有 限 词 Am. 令 y = lim An = limy™. 由 构 
造 , 对 每 个 m EN, Am Æ y 中 以 间距 lm 出 现 . 于 是 y 为 转移 o 下 的 极 小 点 , 且 易 
见 y 关 (0,0,…). 令 Y=cllorb(y,o)) 及 U= {zeY:y(0)=1}. 则 


Ø + N(y, U) = | J{i € Zs: An(i) =1,0 <i < kn — 1} c |] Fn C F. 
i=1 i=1 

FE FAST —t m & N(y,U). O 

注 记 9.4.4 ”存在 不 是 thick 的 m 集 ， 例 如, 设 (X,T) 为 非 平凡 的 极 小 集 ， 
LEX. 如果 U 和 VV 为 XX 的 不 交 的 开 集 , 那么 N(z,U) 和 N(z,Y) 为 不 交 的 m 集 . 
特别 地 , 它们 均 为 syndetic 的 , 但 都 不 是 thick 的 . 

定理 9.4.5 i (X,T) 为 传递 的 动力 系统 . 如果 (X,T) LM, 那么 (X,T) 为 
弱 混 合 的 M AA, 且 没 有 非 平 凡 的 极 小 因子 . 

证 明 i$ x € Transr, U Ac 的 非 空 开 邻 域 . 根据 定理 9.4.2, 对 任意 m R 
A, N(z,U)N A # Ø. 由 定理 9.4.3, 这 说 明 N(z,U0) 与 所 有 Fis 集 相 交 非 空 . 于 是 
N(z,U) € Fos. 由 定理 1.3.10 (X,T) 为 M 系统 . 因为 非 平 几 系统 不 可 能 自 交 , 根据 
命题 9.1.2, M+ 中 系统 仅 有 平凡 的 极 小 因子 . 于 是 (X,T) 没有 非 平 凡 的 极 小 因子 . 

因为 (X,T) 为 传递 的 , (X,T) 弱 不 交 于 所 有 极 小 系统 , 进而 为 扩散 的 . 作为 习 
题 , 请 读者 证 明 , 此 时 (X,T) 也 弱 不 交 于 所 有 M 系统 . 尤其 , (X,T) 为 弱 混 合 的 . O 

注 记 9.4.6 ”定理 9.4.5 中 条 件 不 是 充分 的 . 例如 , &(X,T) 为 以 p 为 不 动 点 的 
弱 混 合 的 M 系统 , 而 (Y, 5S) 为 极 小 的 强 混合 系统 . 则 XY AKRAM 系统 . 
易 见 , 和 XY REY. 将 {p xY“ 捍 ”为 一 个 点 p 得 到 一 个 系统 Z, 它 也 交 于 工 . 
但 是 2 为 弱 混合 的 M AR, 并 且 没 有 非 平 凡 的 极 小 因子 (p 为 不 动 点 ). 
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Furstenberg(1967) 证 明了 : 如果 (X,T) 为 完全 传递 的 且 周 期 点 集 稠密 ,那么 
(X,T) es M+. 此 结论 可 推广 如 下 . 称 系统 有 稠密 的 小 周期 集 , 是 指 对 任意 非 空 开 集 
U, 存在 非 空 闭 子 集 4CT 以 及 ke N, 使 得 T*(4) CA. RITA 

定理 9.4.7 设 (X,T) 为 具有 稠密 小 周期 集 的 完全 传递 的 系统 , 那么 (X,T) € 
M+. 

为 证 定理 9.4.7, 我 们 需要 两 个 引 理 . 

引 理 9.4.8 设 A4ACZi 为 m 集 ， 那么 存在 r EZ, 使 得 对 任意 月 E Z4, 
N, (A,r) = {i€ Z} :ki+r € A} A} m &, 继而 也 为 syndetic 的 . 

证 明 因为 4 为 mA, 所 以 存在 极 小 系统 (XX,T), cEeXURX HAR, 
使 得 AD N(z,U). Wr € Z}, UR r Hap V, 使 得 T"V CU. 这 样 N(x,U) D 
N(z,V) +r. 由 于 z 也 是 Tt 的 极 小 点 (对 任意 Ke Z4), 于 是 {i € Z4: Tx eV} 
为 m Æ, 继而 也 为 syndetic 的 . 这 样 对 任意 Ke Z4, Nk(A,r) D {i € Z4 : Tz € V} 
为 m 集 , 继而 也 为 syndetic 的 . 口 

引 理 9.4.9 i (X,T) 为 动力 系统 . 则 (X,T) 为 具有 稠密 小 周期 集 的 完全 传 
递 的 系统 当 且 仅 当 存在 传递 点 r, 使 得 对 z 任意 邻 域 U, 我 们 有 性 质 (x): 

(x) 对 任意 7 eZ, HARON, 使 得 N,(2,U,r) = {i € Z4 : Te EU 为 
thick 的 . 

证 明 RXT) 为 有 笛 密 小 周期 集 的 完全 传递 系统 且 re Transp. 则 r e 
TransT*, Vk € N. 对 z 的 任意 邻 域 U, 存在 非 空 闭 集 A CU 以 及 Ke N, 使 得 
Te(4) CA. 取 pe4. 那么 存在 mi < no <…, 使 得 N(p,U) D UM {kn k(ni + 
1), ++) k(me-ba)}. SCRE, 对 任意 自然 数 1, 我 们 能 找到 HY ABIL Vi, W124 y € WW 时 ,有 
Tey, TKDy,.….,T*m+tDy CU. 对 任意 re Z+, 由 于 Trz 为 T* 的 传递 点 , 存在 
m € Z4, 使 得 Tm*T"z e Vi. 继而 Nj(z,U,7) D {m 十 只 十 1 十 只 十 2 nı +m}, 
Vl EN. 这 说 明 Ni(z, Dr) 为 thick 的 . 

RZ, 设 存在 传递 点 z, 使 得 对 z 任意 邻 域 0, 我 们 有 性 质 (*). 为 证 明 (X,T) 
为 具有 稠密 小 周期 集 的 完全 传递 系统 , 仅 需 证 明 对 于 X 的 任意 开 集 W RneN, 
Nn(z,W) #9 HERKEN K pe X, (844 Ne(p, W) 为 thick 的 . 

由 于 z 为 传递 点 , 存在 s CN, 使 得 Tez e W. 取 z FPR U, 使 得 TU CW 
且 取 r € N, 使 得 n|(r +s). 对 于 UVU Al r, 因为 我 们 有 性 质 (x), 所 以 存在 k€ N, 使 得 
Nk(zUr) 为 thick 的 . 令 p=T7r+sz) 则 Ne(p, W) 2 Nk(z,W,r +s) D Ni (2, U,r) (Al 
A TSU CW). 于 是 Ny (p,W) 为 thick 的 . HH, Ne(p,W)OnN A Ø. 对 于 mme 
Ni (p,W) ON, 有 了 km+r+sz €e W. AW ni(km+r+s), 所 以 Na(c,w) #8. O 

定理 9.4.7 的 证 明 设 x € Transr. 由 定理 9.4.2, 仅 需 证 明 z 的 任意 邻 域 
U AMER m A, A N(z,U)N AAS. 由 引 理 9.4.8, FE r E Zy, 使 得 对 任意 
k € Z4, Nz (A,r) = {i € Z} : ki +r € A} W syndetic 的 .由 于 性 质 (x) 成 立 , 存在 
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k, € N, 使 得 Ne (2,U,r) = {i € Z4 :Thritrz € U} X thick 的 ( 引 理 9.4.9). 于 是 
Nz, (z,U,7) N Ne, (A,r) £ Ø. 这 说 明 N(2,U) NAO. 证 毕 . 

作为 推论 , 我 们 得 到 Furstenberg 的 结论 

推论 9.4.10 deR (X,T) 为 完全 传递 的 P AR, 那么 (X,T) Ee MH. 

注 记 9.4.11 Huang-Ye(2005) 构造 了 一 个 没有 周期 点 的 但 在 Mt 中 的 传递 


1. 证 明 : M++ =M. 
2. 证 明 : 如 果 (X,T) 为 扩散 的 , 那么 (X,T) 弱 不 交 于 所 有 M 系统 . 提示 : 参见 文献 
(Akin-Glasner, 2001). 


3. WEAR: 由 m 集 生成 的 族 可 由 那些 指示 函数 为 (2,0) 中 的 极 小 点 的 集合 全 体 生 成 . 
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本 节 是 上 一 节 的 延续 . 有 了 上 一 节 的 讨论 , 一 个 自然 的 问题 就 是 : 如 果 (X,T) E€ 
M+ 但 (X,T) 非 传 递 , 那么 结果 将 会 如 何 ? 我 们 陈述 关于 这 个 问题 的 一 些 结论 , 详 
细 讨 论 参 见 文献 (Huang-Ye，2005). 

定理 9.5.1 R (X,T) 为 动力 系统 . 如 果 (X,T) LM, PAT 的 极 小 点 在 六 
PAR. 

定理 9.5.1 的 证 明 不 同 于 定理 9.4.5 的 证 明 . 我 们 需要 一 个 比 定理 9.4.3 更 强 的 
引 理 . 首先 有 定义 : 

定义 9.5.2 一 族 Z 的 Fe RIN {FS 称 为 一 致 的 , 是 指 对 任意 1 EN, 存在 
oll), 使 得 对 任意 n EN, 存在 QH+ 子 集 {ww?(1),w2(1),2Ww3(1),…:), 使 得 wI (l) < 9(7)， 
wll) — wel) < ol) E {w7 (0, oO 十 1 wR) +1 - 1}CcF,,tEN. 

作为 定理 9.4.3 的 加 强 , 有 

定理 9.5.3 {PS AZ, 的 一 致 Fis 序列 . 则 存在 极 小 系统 (Yo) c 
({0, 1})2+,0), 使 得 对 任意 NEN, 存在 yn EY MX N(yn,[1]) C 本 ,其 中 [1]={y€ 
Y :vy(0)= 1}. 

证 明 ”定理 的 证 明 可 以 经 过 定理 9.4.3 证 明 的 修正 得 到 , 留 作 习题 . 口 

下 面 证 明定 理 9.5.1. 

定理 9.5.1 证 明 不 失 一 般 性 , HET ARM. 如 果 极 小 点 集 M 不 在 XX PRIR, 
那么 存在 X 的 开 集 U 以 及 cl(M) HARIR V, E UNV =ø. 
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根据 命题 9.1.3, Rec(T) 在 U PRA. 于 是 可 以 取 回 复 点 {rn} iS CU, 使 得 
{zn :n E N} Æ U PH. + Fa = N(atn,U°) D N(an,V), n =1,2,---. 
B: {Frys 为 一 致 的 天 s 列 . 
言 的 证 明 对 任意 ! > 0, 存在 cM) 的 邻 域 Wi c V, 使 得 TW) C V, 
V < k <l AA Ucz, TM = X RX HARRAH, 存在 pl) > 0, 使 得 
UosisesO TW = X. 
对 每 个 me N, $ N(zn Wi) = {ut w3,- --}. A w? < ol), wh — w? < gll) 
H {w w? 41,---,we+1-—1} Cc N(an,V). 由 于 Fa D N(an.V), BREA {FAVS 为 
Zi 的 一 致 Fis 列 . 断言 证 毕 . 
由 断言 和 定理 9.5.3, 存在 极 小 系统 (Y,o) C({0,1}?+,o), 使 得 对 任意 ne N, 在 
在 yn E Y, 使 得 N(yn,[1]) C Fn, HP [1] = {y E Y : y(0) = 1}. > 


J= “UU (T x o)' (zn Yn) ) U (x\ U T'U) x Y. 
i=0 n=1 让 三 


由 于 {zn : n € N 在 UV 中 稠密 且 每 个 zw。 为 回复 点 A USTU C 
HUES UZS Titn). FÆ J X X ALY H joining, FA J =X xY. 
易 见 , UUS UTS (T x o} (£n, Yn)) DU x [1]. 因为 U x [1] HFS, 得 到 


十 co 十 co 
(U U (T x oa)) OU x) #2. 
i=0 n=1 
于 是 存在 i 和 n, (HH (Titan, yn) E€ U x [1], BP N(an,U) A N (yn, [1}) 
4 Ø, X5 N(ym;(1]) C Fn = N(tn,U°) 矛盾 ! YEH. 
一 般 地 , 我 们 有 (Huang-Ye, 2005, 定理 4.5) 
定理 9.5.4 R (X,7) 为 动力 系统 . 则 (X,T) LM 当 且 仅 当 对 任意 的 极 小 系 
统 , 存在 可 数 个 传递 子 系统 (依赖 于 (YS), 使 得 它们 的 并 在 X 中 稠密 且 每 个 子 系 
统 都 不 交 于 (Y,S). 
需要 注意 的 是 , 一 般 而 言 , WR (X,T) LM, 不 一 定 存在 可 数 个 传递 子 系统 , 使 
得 它们 的 并 在 X 中 稠密 且 每 个 子 系统 都 在 M+ 中 . 
例 9.5.5 在 M+ 中 存在 有 不 可 数 个 非 平 凡 极 小 等 度 连 续 子 系统 的 distal 系 
统 (X,T). 
习 题 9.5 
1. ET Wt, VX HARRE Y = cl(UiezT"(V)). 证 明 : 如 果 (X,T) LM, 那么 
(Y,T) L M. 


2. 如 果 存 在 (X, T) 的 传递 子 系统 (Xi, T), 使 得 UiXi Æ X HH. (X, T) LM, Vie N. 
证 明 : (X, T) L M. 
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3. 设 (X,T) 为 等 度 连续 的 系统 . WE (X,T) € M+, 证 明 X 的 每 个 点 为 不 动 点 . TH, 
如 果 系 统 (Y, 5) 满足 (Y, S) € M+, 那么 (Y, S) 的 极 大 等 度 连续 因子 由 不 动 点 组 成 . 

4. 补 证 定理 9.5.3. | 

5. 设 (X,T) 为 动力 系统 . 一 个 传递 子 系统 为 极 大 的 是 指 它 为 包含 关系 下 的 极 大 元 . 证 
HA: 如 果 (Y,T) A (X,T) 的 传递 子 系统 , 那么 存在 包含 (YT) 的 极 大 传递 子 系统 . 

6. 说 明 例子 9.5.5 的 存在 性 . 
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在 前 面 几 节 我 们 已 经 讨论 了 不 交 性 的 一 些 基本 性 质 及 结论 , 也 研究 了 和 弱 不 交 
性 以 及 其 与 不 交 性 之 联系 . 在 这 一 节 将 注意 力 放 在 极 小 系统 上 , 对 不 交 性 进行 更 为 
深入 的 研究 ， 本 节 的 风格 多 少 与 本 书 其 他 章节 不 太一 样 , 我 们 希望 介绍 抽象 拓扑 
动力 系统 理论 中 关于 不 交 性 的 一 些 基本 结论 . 正 因为 如 此 , 不 同 于 其 他 章节 , 我 们 
将 讨论 一 般 群 作用 下 的 动力 系统 , 让 读者 可 以 感受 一 下 抽象 动力 系统 的 风格 . 由 于 
83.3~83.6 的 绝 大 部 分 结论 对 于 一 般 群 作用 都 是 成 立 的 , 所 以 希望 读者 在 阅读 本 节 
内 容 时 先 承 认 第 3 章 中 相应 结论 . 

FEAST, Ellis 半 群 理论 以 及 伪 因 子 理论 起 了 十 分 重要 的 作用 . 首先 , 在 一 些 
必要 的 准备 后 我 们 要 给 出 不 交 性 的 代数 刻画 ， 然 后 作为 应 用 指出 实际 上 在 交换 群 
作用 下 不 交 性 是 在 proximal 扩充 下 保持 的 . 之 后 , 我 们 将 致力 于 研究 对 某 类 系统 不 
交 的 极 小 系统 的 刻画 . 主要 讨论 与 全 体 极 小 distal、 等 度 连续 以 及 弱 混 合 等 系统 不 
交 的 极 小 系统 性 质 . 

首先 考虑 Stone-Cech 紧 化 ， 设 群 了 赋 以 离散 拓扑 , 记 它 的 全 体 超 滤 子 集合 
为 BT， 对 子 集 4 Cc T, 我 们 定义 4 = {pE BT: AE p}. ARIE ANB = 
ANB,AUB=AUB, 其 中 4,BcT. 于 是 {4:AcT} 形 成 了 68T 某 拓扑 的 一 组 
FÆ (实际 上 也 为 闭 基 ). 在 此 拓扑 下 OT 成 为 紧 致 Hausdorff 空间 . EX j :T 一 pT 
为 j(t) = {4 CT:te A}. 于 是 (87,j) 为 了 的 极 大 紧 化 , 称 之 为 Stone-Cech $ 
化 . 极 大 紧 化 意味 着 对 于 任意 的 紧 空 间 X 和 任意 的 连续 函数 S:T X, f 均 可 了 唯 
一 的 扩充 为 连续 映射 了 : OT +X. 正 因为 有 这 条 万 有 的 性 质 , 使 得 67 具有 半 群 结 
构 , 并 且 有 着 与 Ellis 半 群 同样 的 性 质 (参见 习题 ). 

对 取 定 的 te 了 , 考虑 映射 s ts. 将 之 视 为 了 到 OT 的 连续 映射 , 则 因为 BT 
是 极 大 紧 化 , 此 映射 可 唯一 扩充 为 OT 到 PT 的 连续 映射 p tp. 由 于 了 是 离散 的 ， 
所 以 这 样 定义 了 了 在 BT 上 的 作用 . 显然 , (67T, 了) 是 一 个 以 单位 元 e 为 传递 点 的 点 
传递 系统 (8T = Te = {t:t €T}). (B87T,T,e) 实际 上 是 万 有 点 传递 系统 , 也 就 是 说 
它 是 任何 点 传递 系统 的 扩充 . 对 于 任意 动力 系统 (X,T) Roe X, 连续 映射 + 一 tz 
可 以 唯一 地 扩充 为 8T 到 Tr = {tz :te T} 上 的 连续 映射 p> pr. AW, 这 定义 了 
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BT 到 Ellis 半 群 E(X,T) 的 同 态 . 这 样 , 我 们 可 以 直接 以 8T 来 替代 E(X,T) 作用 
于 (X,T) 上 . 

PUE ST 的 一 个 极 小 左 理想 M, 根据 OT 的 万 有 性 容易 看 出 (M,T) 实际 上 是 
万 有 极 小 系统 , 即 它 为 任意 极 小 系统 的 扩充 . 令 J = J(M) AM Pearcy 
集合 并 取 定 we J. 以 G 记 群 uM, EWU u 为 单位 元 . PXE, G 同 构 于 (M,T) 的 
自 同 构 群 Aut(M, 了 T)( 对 于 a € G, 映射 p(p) = pa AM 的 自 同 构 , 容易 说 明 实际 上 
M 所 有 自 同 构 均 可 以 表达 成 这 种 形式 ). 

对 任意 极 小 系统 (X,T) Bax € uX = {uz : z € X}, 定义 Ellis HH 


G(X,7)= {aEG:az= 72}. 


HEX, 9(X,7) 为 G 的 子 群 . 如 果 r: (X,z) 一 (Y,y) 为 极 小 系统 间 的 同 态 , 那么 
易 验证 9(X,z) X GY, y) HFR. 

运用 Elis 群 , 我 们 可 以 刻画 proximal 扩充 : 

命题 9.6.1 Br: (X,2) 一 (YY) 为 极 小 系统 间 的 同 态 , 其 中 r Eux, y= 
T(Z) EuY. W] r A proximal 扩充 当 且 仅 当 G(X,r) =G(Y,y). 

证 明 mR G(X, r) 为 9(Y,y) 的 真子 集 , RPE G(Y,y)\G(X,z). M br Ax 
H "(87z) = By = y = r(2). 因为 (z, Br) 为 极 小 点 , 所 以 (x, Bx) ¢ P(X,T). 所 以 和 
不 是 proximal 的 . 

MZ, 如果 r 不 是 proximal 的 , 即 存在 zi,zz € X, 使 得 r(zl) = 7(z2) 且 
(21,02) Z P(X,T). 于 是 uz, # uzo H. n(uzı) = 7(uz2). $ p1,p2 € G, 使 得 


UL, = p17, UT? = pox. 于 是 
piy = (p17) = T(UZ1) = T(uz2) = (p27) = pay. 


所 以 po piy = y, BP pz 1p1 € 9(Y,y). 另 一 方面 , 由 于 uz £ urz, piz Æ pr. KH 
pr Pi ¢ G(X, x), BE G(X, x) #G(Y,y). O 

证 明 两 个 系统 (X, T) 和 (Y, T) 不 交 的 一 个 常用 的 方法 是 验证 以 下 两 个 条 件 : 

(a) (X x Y,T) 中 极 小 点 稠密 ; 

(b) (X x Y,T) 中 只 有 唯一 一 个 极 小 集 . 

对 于 条 件 (a), 后 面 我 们 可 以 看 到 它 是 容易 被 满足 的 , 所 以 条 件 (b) 是 个 关键 . 下 面 
我 们 用 Ellis 群 给 出 一 个 刻画 . 

引 理 9.6.2 & (X,T) 5 (YT) 为 极 小 系统 , Z € uX,y € uY 以 及 A= 
G(X,z),B = G(Y,y) 为 相应 的 Ellis #. W (Xx Y,T) 有 唯一 极 小 子 集 当 且 仅 当 
AB =G. 

证 明 KG =ABRNAXXKY 的 极 小 子 集 AF (z,y) 为 极 小 点 , 所 
以 我 们 仅 需 证 明 N nT(z,y) + Cg BPA. Hy’ € uY, 使 得 (z,y) E N， 我 们 可 
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以 如 下 得 到 这 样 的 y. BARR (11,91) € N, 设 pe M, 使 得 pr =x. W 
(upr1,upy:) = (zupy) E€ N, Ry! = upy, 即 可 . 由 于 y,y € uY, Rg c G, 使 得 
y = gy. 根据 条 件 , 存在 a € 4,b € B, 使 得 g = ab. FÆ y = gy = aby = ay H 
(x,y) = (az, ay) = a(z,y) € T(z, y). 

反之 , 设 (X xY, T) 有 唯一 的 极 小 子 集 N. 设 gs G, 则 由 (2, gy) 为 极 小 点 , 我 
们 得 到 (z, gy) € N. 于 是 存在 h € G, 使 得 (z,gy) = h(x,y). 由 于 gy = hy, 所 以 
h-1lgy = y. 这 样 我 们 得 到 he Ah,h-1lge€ B. 从 而 g=h(h-1g)€ AB. 口 

EI 9.6.3 设 (X,T) 与 (YT) 为 极 小 系统 ，Z € uX,y € uY 以 及 A = 
G(X,z),B = G(Y,y) 为 相应 的 Ellis H. boğ uouX = 久 ( 等 价 地 , uX AX F 
m), WX LY 当 且 仅 当 AB=G. 

证 明 AB=G, HES/ X xY 中 仅 有 一 个 极 小 子 集 NN. hF ux x {y} 
中 点 均 为 极 小 的 , 所 以 uX x {y} CN. 因为 uX 在 X PR, 我 们 得 到 


X x {y} =uX x {y=uX x {y} CN. 


FEMA X xY =T(X x {y} ON. 反之 的 证 明 是 明显 的 . 口 
推论 9.6.4 如果 作用 群 工 为 交换 群 或 者 X,Y 中 有 一 个 为 点 distal 的 , 那么 
XLY 444.4 AB=G. 

证 明 ”根据 前 定理 , 我 们 仅 需 验证 X 在 X 中 笛 即 可 . 4 了 为 交换 群 时 , 我 
{TA uX 2 w(7Tz) = T(uz) = Tz, 由 Tz 在 和 中 稠密 即 有 结论 . 4X 为 点 distal 
时 , 设 z 为 distal 点 , 那么 对 任意 t+ € T, ta’ 仍 为 distal 点 , 从 而 ute’ = te’. 于 是 
Tx’ C uX, 同样 得 到 uX 在 X 中 稠密 . 回 

推论 9.6.5 如果 作用 群 工 为 交换 群 , 那么 不 交 性 在 proximal 扩充 下 保持 . 

证 明 ”根据 命题 9.6.1, Ellis 群 在 proximal 扩充 下 保持 不 变 , 自然 由 定理 9.6.3 
就 有 结论 成 立 . 口 

对 系统 (X,T), 它 自 然 诱导 了 超 空 间 24 = {AC X: 4 非 空 间 集 } 上 的 作用 . 为 
避免 混淆 , 当 用 OT 中 元 素 p 作用 于 Ac 2* 时 , 记 之 为 po 4. 一般 而 言 ， 


pA = {pz : z E€ A} C po A= {limta; : xi € A,ti; 为 收敛 于 p 的 网 }. 


系统 (2*,T) 中 任意 极 小 集 称 为 (X,T) HAF. 

命题 9.6.6 ”任何 极 小 系统 交 于 它 的 任何 非 平 凡 伪 因子 . 

WAR Ok (X,T) 为 极 小 系统 , Z 为 它 的 一 个 非 平凡 伪 因 子 . $ L= {(2, A) € 
Xx2Z:ze4l. 则 工 为 非 空 闭 不 变 子 集 . 由 于 2 非 平凡 , FE A cZ, 8G A ZX. 
MAWR rE X\ A, WM (x, A) ZL, LAX x Z. o 

回忆 扩充 r : X 一 了 为 HP 扩充 是 指 存在 点 yeEY 以 及 网 {tr} CT, 使 得 
tnr! (y) 在 Hausdoff 度量 下 收敛 于 一 个 点 , 即 对 yeEX,zer- (y) Al pe M, 成立 
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pon ‘(y) = {pc}. WR X 为 度量 空间 , 那么 HP 扩充 就 是 几乎 一 对 一 扩充 . 

定理 9.6.7 Bar: X ~Y 是 极 小 流 问 的 同 态 . 定义 也 = CHUr lly): ye 
Y} C 2X, 它 为 2X 的 闭 不 变 子 集 且 有 唯一 一 个 极 小 子 集 . 如 果 定 义 o:Y' OY, K 
得 o(B) =y( 其 中 Cr-1(y)), 那么 o 为 HP 的 . 

证 明 ”由 Zorn 引 理 , 存在 Y' 中 元 4 EY! 中 包含 关系 下 极 小 , 即 如 果 存 在 
BeY’ HBCA, MWA=B. 由 于 A4eY', 存 在 网 {y;} CY, BE a (y) OA 设 
Y* 为 Y' 的 极 小 集 . 因为 Y* 映 满 Y, 所 以 存在 Bi e Y*, 使 得 Bi Ca (yi). 不 妨 
设 Bi 一 B* EY*. HF rly) 一 4, 所 以 有 B* CA. 根据 4 的 定义 ,有 B= A. 

综 上 , 我 们 说 明了 4 在 Y’ 的 任何 一 个 极 小 子 集中 ,于 是 实际 上 YY* AY’ 的 唯一 
极 小 集 . X} y CY {por (y): pe M} 为 极 小 集 , 于 是 有 Y* = {por} (y): pe M}. 

设 yo € Y, 使 得 AC rly). 设 {ti} AT PRE tim (yo) 一 A KR 
B; Cr (yo) 及 tiBi 一 B*, 类 似 于 前 面 的 分 析 知 A= B*, 进而 o 为 HP 的 . 口 

引 理 9.6.8 设 X,Y 为 两 个 极 小 系统 , AX LY. WHA X 4H HP 扩充 X, 
使 得 XA Y 的 一 个 非 平 凡 的 擅 因 子 作 为 自己 的 因子 . 

WA 设 久 为 M SUR ce uX,y € uY. XAS y: MX 
及 5 : M — Y, 使 得 y(p) = pz,6(p) = py. 由 上 定理 , X* = {poy (z) : p € M} 
为 和 的 HP 扩充 .YY = {6(poy (2): pe M} AY 的 伪 因 子 .下 证 YY' 为 非 平 
凡 的 . 由 于 6(wo7-i(z)) C 6(y-1(z)), 我 们 仅 需 说 明 6(7-1(z)) AY 即 可 . 否则 , 设 
6(y-1(z)) = Y. 那么 对 任意 yeE Y, 存在 pe M, 使 得 pz = z H py = y'. 于 是 
T(z,y) 2 {2}xY, Mitt T(z, y) = XxY. 但 是 (z,y) 为 极 小 点 (AX ulz, y) = (2, y)), 
PRUA X LY. 矛盾 ! T 

引 理 9.6.9 34 (X,T),(Y,T) fe (X',T) 为 极 小 系统 且 Y 为 distal 的 . Hy: 
X! >Y 为 扩充 而 0 : X 一 X A proximal 4, PARAV RK r: X OY, 使 得 
Tog=wW. 

证 明 留 作 习 题 . 

引 理 9.6.10 7 (X,T) 为 极 小 distal 4, RX HITA AF X AHN distal 


ay. 
WAR OAC XY, RITES ot ue M, 有 uvo4=4 成 立 . 首先 
由 于 OY 极 小 , FERF u E M, 使 得 ve 4 = A. 取 才 等 元 ve M, B=v0A. 
HF X X distal 的 , 所 以 vz = z,yz € X. 于 是 就 有 4=v4Ccvo4= 孔 .另外 ,我 
们 有 
B=uBCucB=uovoA=w 0307 éaA=u0l A=A. 


所 以 , A= B=wvoAh. FH X H distal 的 ， O 
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最 后 我 们 讨论 不 交 类 . KF 为 一 族 极 小 流 , MAK 
gt = {(X,T): X LY,VY € §}. 


iD 为 全 体 极 小 distal 流 的 集合 , E 为 全 体 极 小 等 度 连 续 流 的 集合 , 而 记 全 体 极 小 
弱 混 合流 的 全 体 为 WM. 
定理 9.6.11 当 作 用 群 为 交换 群生, 有 


Dt = £t = WM. 


证 明 ”首先 证 明 X e D+ 当 且 仅 当 和 没有 非 平 凡 distal AF. 如 果 X 有 非 
平凡 distal 因子 Z, W LZ, Att X g Dt. RZ, MR X gD, MAX AF 
万 有 distal 系统 (D,T). 根据 引 理 9.6.8, 存在 X W HP PH X* WR D 的 非 平 几 
伪 因子 Z, 使 得 Z 为 X* 的 因子 . 根据 引 理 9.6.10, 2 X distal 的 . 再 由 引 理 9.6.9, 
2' A X WAF. TÆ X 有 非 平凡 distal HF. 

完全 类 似 的 讨论 可 以 证 明 X e E+ HRA X 没有 非 平 凡 等 度 连 续 因子 . 再 
由 Furstenberg 结构 定理 , 我 们 知道 X 有 非 平凡 distal 因子 当 且 仅 当 它 有 非 平凡 等 
度 连 续 因 子 . 于 是 我 们 证 明了 Dt = Et. 根据 结论 : 交换 群 作用 下 , 没有 非 平 凡 等 
度 连续 因子 的 极 小 系统 为 弱 混 合 的 , 我 们 得 到 上 面 两 个 集合 等 于 WM. 口 

定理 9.6.12 如果 作用 群 为 交换 群 , 那么 系统 属于 WM 当 且 仅 当 X 的 每 个 
非 平 凡 擅 因子 有 非 平 凡 的 distal 因子 . 

i i X EWM, HEM, 存在 没有 distal 因子 的 极 小 系统 Y, 使 得 
X LY. 由 引 理 9.6.8, 存在 X 的 伪 因 子 X, BEX’ 为 Y* 的 因子 , 其 中 Y* 是 Y 
的 HP 扩充 . AF Y 没有 非 平凡 的 distal 因子 , 而 Y* 为 Y 的 proximal 扩充 , 所 以 
Y* 没有 非 平凡 的 distal AF. 尤其 X 没有 非 平 几 的 distal 因子 . 

反之 , WRX 非 平凡 的 伪 因 子 X 没有 非 平 几 的 distal AF, 那么 首先 有 X'e 
D+ = WM. 因为 极 小 系统 与 其 非 平凡 伪 因 子 相交 , 所 以 X g WAM-…. 口 

习 题 9.6 

1. 说 明 AT 具有 与 Ellis 半 群 一 样 的 半 群 结构 . 


2. 设 (X,T) 为 极 小 系统 , 证 明 任何 (M,T) 到 (X,T) 的 同 态 都 形 如 : p pr, 其 中 
rex. 


3. 证 明 引 理 9.6.9. 
89.7 注 ie 


不 交 性 的 内 容 发 展 到 现在 已 经 积累 了 许多 丰富 的 结论 . 关于 不 交 性 , 首先 推荐 
的 是 Furstenberg(1967) 的 开创 性 文章 . 59.1 中 的 基本 概念 可 以 参见 (Furstenberg, 
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1967), 关于 半 distal 的 讨论 参见 文献 (Akin etc.). §9.2 的 内 容 参 见 文献 (Blanchard, 
1993; Huang-Ye, 2004b). §9.3 的 处 理 方 法 来 自 McMahon(1978) 和 Vries(1993), 类 
似 内 容 也 可 参见 文献 (Auslander etc., 1984; Peleng, 1972; Petersen, 1970; Keynes- 
Robertson, 1969) 等 . 89.4 和 89.5 的 内 容 来 自 Huang-Ye (2005), 进一步 的 讨论 见 文 
献 (Huang etc., 2007b). 关于 一 般 群 作用 下 极 小 流 的 不 交 性 理论 较为 成 熟 , 可 以 参 
见 文献 (Auslander etc., 1984; Auslander, 1988; Ellis, 1969; Ellis etc., 1976; Woude, 
1982) 等 , 我 们 选取 了 其 中 一 些 最 基本 的 结论 作为 最 后 一 节 的 内 容 , 论述 上 主要 采用 
了 文献 (Auslander, 1988) 中 的 处 理 方式 . 


第 10 章 k i 


前 面 我 们 已 经 遇 到 了 许多 与 混沌 有 关 的 概念 , 这 一 章 将 对 混沌 这 个 主题 进行 较 
为 详细 的 讨论 . §10.1 回顾 与 整理 一 些 重 要 的 混沌 的 概念 ; 810.2 与 810.3 运用 纲 的 
分 析 证 明 Devaney RM- ERAS T Li-Yorke 混沌 ; §10.4 给 出 一 个 类 似 于 Li- 
Yorke 混沌 的 混沌 集 的 定义 , 并 且 给 出 此 混沌 的 一 个 判别 准则 ; §10.5 介绍 一 种 具有 
较为 复杂 性 状 的 子 集 : 能 混沌 集 , 并 且 证 明 任 意 非 平凡 的 混合 系统 都 具有 能 混沌 子 
集 . 最 后 , 我 们 简单 介绍 一 些 其 他 的 混沌 定义 . 


810.1 混沌 的 定义 


20 世纪 60 年 代 以 前 , 确定 论 是 科学 研究 的 主导 思想 . 人 们 认为 只 要 有 精确 的 
数学 模型 和 初 值 , 我 们 便 可 预知 未 来 , 反 演 过 去 . 但 是 随 着 气象 学 、 生 态 学 、 天 体力 
学 等 自然 学 科 中 许多 现象 , 特别 是 Lorenz 现象 的 发 现 , 人 们 才 认识 到 随机 性 和 不 可 
确定 性 的 重要 . 事实 上 , FE 19 世纪 末 20 世纪 初 , 法 国 数学 家 Poincaré 在 他 的 著 
作 《天 体力 学 的 新 方法 》 最 后 一 章 论述 同 宿 栅栏 (homoclinic tangle) 的 时 候 便 已 将 
见 混沌 : 

“A very small cause that escapes our notice determines a considerable 
effect that we cannot fail to see, and then we say that the effect is due to 
chance. If we knew exactly the laws of nature and situation of the universe 
at the initial moment, we could predict exactly the situation of that the 
same universe at a succeeding moment. But even if it were the case that 
the nature laws had no longer any secret for us, we could still only know 
the initial situation approximately --- It may happen that small differences 
in the initial conditions produce very great ones in the final phenomena. 

A small error in the former will produce an enormous error in the latter. 

Prediction becomes impossible, and we have the fortuitous phenomenon.” 

这 就 是 Poincaré 关于 混沌 的 理解 , 也 就 是 现在 我 们 所 指 的 初 值 敏感 的 含义 . 但 
是 他 的 这 个 伟大 的 想法 却 被 人 们 忽略 了 整整 七 十 多 年 . 

从 20 世纪 60 年 代 以 来 , 确定 论 的 科学 观 开始 动摇 , 人 们 开始 探索 科学 上 那些 
不 可 预测 的 现象 , 这 使 混沌 科学 的 研究 得 到 飞速 发 展 . 美国 气象 学 家 Lorenz 在 这 方 
面 取得 了 很 大 的 成 功 . 1963 Æ, Lorenz 在 《大 气 科 学 》 杂 志 上 发 表 了 “确定 性 的 非 
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周期 流 ” 一 文 , 指出 在 气候 不 能 精确 重演 与 长 期 天 气 预报 无 能 为 力 之 间 必 然 存 在 着 
一 种 联系 . 他 认为 在 一 串 时 间 中 可 能 有 一 个 临界 点 , 在 这 个 点 上 , 小 的 变化 可 以 放大 
为 大 的 变化 . 而 混沌 就 意味 着 这 些 点 无 处 不 在 . 这 些 研究 清楚 地 描述 了 “对 初 值 条 
件 的 敏感 性 ”这 一 混沌 的 基本 特性 . 1971 年 , Ruelle 和 Takens 在 其 文章 “ 消 流 的 本 
质 ” 中 也 表达 了 类 似 的 想法 (Ruelle-Taken, 1971),“ 初 值 敏感 ”(sensitive dependence 
on initial conditions) 这 个 词 最 早 就 是 由 Ruelle 在 研究 滑 流 时 引入 的 . 1975 年 , Li 与 
Yorke 发 表 了 “周期 三 蕴含 混沌 ”的 文章 , 在 数学 上 第 一 次 引入 了 “混沌 ”这 个 名 
词 (Li-Yorke, 1975). 他 们 的 工作 激发 了 众多 领域 的 科学 家 对 混沌 现象 研究 的 极 大 
热情 . 时 至 今日 , 混沌 的 观点 已 经 深入 人 心 , 而 混沌 的 研究 也 已 经 成 为 非 线性 科学 
的 主要 课题 之 一 . 但 是 , 由 于 不 同 领域 的 科学 家 对 什么 是 混沌 有 着 不 同 的 认识 和 理 
解 , 现在 已 有 许多 关于 混沌 的 不 同 定义 . 

目前 , 数学 上 混沌 的 定义 主要 集中 在 以 下 几 个 方面 : (1) 从 初 值 敏感 性 出 发 的 
定义 ; (2) 从 Li-Yorke 混沌 的 角度 得 出 的 定义 ; (3) AREY A BER RRR ARTEL 
它 的 衍生 物 ; (4) 从 具有 较 强 回复 属性 来 表现 混沌 . 

首先 是 从 基于 轨道 的 不 稳定 性 或 初 值 敏感 性 定义 的 混沌 . 我 们 在 83.2 中 已 经 
详细 讨论 过 初 值 敏感 性 . 回忆 一 下 , 一 个 动力 系统 (X,T) 具有 初 值 敏感 性 , 是 指 存在 
e > 0, 使 得 对 任意 5 > 0 和 zeX, 能 找到 ye Bs(x) Al n € NWE d(T"z,Ty) >e. 
1986 年 ， Devaney 以 初 值 敏感 性 为 核心 定义 了 一 类 重要 的 混沌 .Devaney KAZE 
(X,T) 为 混沌 的 , 如 果 满 足以 下 三 条 : 

(1) (X,T) 是 传递 的 ; 

(2) T 的 周期 点 集 在 X 中 稠密 ; 

(3) (X,T) 具有 初 值 敏感 性 . 

人 们 习惯 把 满足 上 述 三 条 属性 的 系统 称 为 Devaney 混沌 的 . 前 面 我 们 已 经 看 
到 传递 的 周期 点 稠密 的 非 周期 系统 具有 初 值 敏感 性 (推论 3.2.7 或 参见 (Banks etc., 
1972; Glasner-Weiss, 1993; Akin etc., 1996)), 即 有 (1) + (2) > (3). 鉴于 这 些 原因 ， 
我 们 干脆 将 上 面 定义 中 第 (2) RSF, 而 直接 把 满足 第 (1), 第 (3) 个 条 件 的 系统 成 
为 混沌 的 . 准确 地 说 , 称 系统 为 Auslander-Yorke 混沌 的 是 指 它 为 初 值 敏 感 的 传递 
系统 . 例如 , 任何 非 极 小 的 卫 系 统 (进而 M 系统 ) 为 Auslander-Yorke 混沌 的 (推论 
3.2.7). 

与 初 值 敏感 对 立 的 概念 是 “几乎 等 度 连续 性 ”. 这 个 概念 我 们 在 第 3 章 已 经 详 
细 讨 论 过 了 , 下 面 简单 回顾 一 下 一 些 基本 的 概念 与 结论 设 (X,T) 为 动力 系统 , 点 
ce X 称 为 等 度 连续 的 是 指 对 任意 s > 0, 存在 6 > 0, 使 得 对 任意 满足 d(x,y) < 6 
的 y 成 立 d(T"z,T"y) < e, vn > 0. 系统 称 为 几乎 等 度 连续 的 是 指 它 为 传递 的 且 至 
少 有 一 个 等 度 连续 点 . 一 个 传递 系统 如 果 它 不 是 几乎 等 度 连续 的 , 就 是 初 值 敏感 的 . 
而 且 对 几乎 等 度 连续 系统 , 它 的 全 体 等 度 连续 点 与 系统 的 传递 点 集 相 吻合 . 对 极 小 
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系统 结论 更 明确 ， 它 或 为 等 度 连 续 的 , 或 为 初 信 敏 感 的 . 

下 面 我 们 看 Li-Yorke 混沌 的 定义 ， 直观 上 讲 ，Li-Yorke 混沌 说 的 是 在 系统 中 
存在 许多 不 同 的 状态 , 其 中 任意 两 个 不 同 的 状态 随 着 时 间 的 演变 在 某 些 时 刻 会 变 
得 越 来 越 相似 , 但 是 又 在 许多 其 他 时 刻 不 一 样 . 易 见 这 也 体现 的 是 系统 的 不 可 预知 
性 . 下 面 我 们 给 出 严格 的 数学 定义 ， 设 (X,T) 为 动力 系统 , d 为 空间 X 的 一 个 度 
E. AZE X 的 点 对 (x,y) 为 Li-Yorke 对 , 如 果 im inf d(T"z,T"y) = 0 H 
„įm _supd(T”z,T”y) > 0. X 的 子 集 5 称 为 混乱 集 , 如 果 对 任意 xZ yE sS, (x,y) 
为 Li-Yorke Xf. 如 果 (X,T) 具有 不 可 数 混 乱 集 , WPK (X,T) 为 Li-Yorke 混沌 的 . 
许多 系统 是 Li-Yorke 混沌 的 . 例如 , Li 和 Yorke(1975) 证 明 : 如 果 区 间 [0,1] 上 的 连 
续 自 映射 具有 3 周期 点 , 则 它 为 Li-Yorke 混沌 的 ; Misirurewicz(1985) 说 明 存在 区 间 
(0, 1] 上 的 连续 自 映射 具有 Lebesgue 测度 为 1 的 混乱 集 ; Kato(1994) 对 [0, 1]” 证 明 
了 类 似 于 Misiurewicz 的 结果 ; 麦 结 华 (1997) 说 明了 对 每 个 n>2, 存在 (0,1) 上 的 
EHE, 它 以 全 空间 为 混乱 集 ; 黄 文 和 叶 向 东 (2001b) 进一步 说 明 存 在 “许多 ” 非 平 
凡 的 动力 系统 (X,T) 以 全 空间 X 为 混乱 集 , 其 中 XX 可 以 为 可 数 个 点 构成 的 紧 度 基 
空间 、Cantor 集 和 任意 维 的 连通 紧 度 量 空间 等 . 

由 Li-Yorke 混沌 的 定义 派生 出 了 许多 新 的 混沌 定义 . 例如 , 如 果 存 在 不 可 数 、 
稠密 的 混乱 集 , 则 称 系统 为 稠密 Li- Yorke 混沌 的 ; 而 如 果 全 体 Li-Yorke 对 的 集合 在 
REZE XxX 中 为 剩余 (residual) RA, 则 称 系统 为 本 质 混沌 的 . 根据 Kuratowski- 
Ulam 定理 , 本 质 混沌 必 为 稠密 Li-Yorke 混沌 的 , 但 反之 不 然 (Blanchard etc., 2002; 
Huang-Ye, 2002a). 另外 , Akin 加 强 了 Li-Yorke 对 的 概念 , 引入 了 强 Li-Yorke 对 ， 
即 在 原 有 条 件 上 再 要 求 点 对 在 乘积 空间 X xX 中 为 回复 的 . 而 X 的 子 集 5 称 为 强 
HELE, 是 指 对 任意 z 和 ye sS, (x,y) 为 强 Li-Yorke Xf. HEM, 如 果 系 统 具 有 不 可 数 
强 混乱 集 , 则 称 (X,T) 为 强 Li-Yorke 混沌 的 . Floyd-Auslander 系统 为 Li-Yorke 混 
沌 但 没有 强 Li-Yorke 对 的 例子 (Auslander, 1988). 

与 Li-Yorke 混沌 相对 立 的 情况 是 没有 Li-Yorke 对 或 没有 强 Li-Yorke Xf. 这 就 
是 第 3 章 中 已 经 研究 过 的 几乎 distal MÆ distal 的 概念 , 在 这 里 我 们 不 再 多 述 . 

Li-Yorke 混沌 与 Auslander-Yorke 混沌 没有 必然 联系 , 二 者 互 不 蕴含 Morse 
极 小 系统 为 极 小 且 初 值 敏感 的 , 但 是 它 的 混乱 集 都 是 有 限 集 , 于 是 它 是 Auslander- 
Yorke 混沌 但 不 是 Li-Yorke 混沌 的 ; Akin-Glasner(2001) 证 明 存 在 扩散 的 几乎 等 度 
连续 系统 (也 可 参见 83.7), 这 个 系统 是 Li-Yorke 混沌 但 不 Auslander-Yorke 混沌 . 由 
于 极 小 的 时 候 , 系统 或 为 等 度 连 续 的 , 或 为 初 值 敏感 的 , 所 以 此 时 ，Li-Yorke 混沌 系 
统 必 为 Auslander-Yorke W. 对 于 Li-Yorke 混沌 与 Devaney 混沌 , 在 下 一 节 我 们 
会 证 明 后 者 列 含 前 者 . 

还 有 一 类 关于 混沌 的 定义 是 跟 系 统 的 炉 相 关 的 . 炉 的 概念 远 在 混沌 提出 以 前 就 
已 经 开始 被 系统 研究 了 . 1958 年 , Kolmogorov(1985) 借鉴 Shannon(1948) 信息 论 中 
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不 确定 性 的 描述 在 遍历 论 中 引入 了 炉 的 概念 ; 随后 , 在 1965 年 Adler, Konheim 和 
McAndrew(1965) 引入 拓扑 焙 的 概念 . HER EH RARER, 它 反映 了 系统 的 混 
乱 程度 . HFSMARRA EN RE, 所 以 许多 研究 者 就 直接 将 正 箭 理解 为 混 
沌 的 . 测度 Kolmogorov RREZE IE ASE, 在 考虑 有 关 测度 Kolmogorov 
系统 的 拓扑 类 似 时 , AoE T BUM ABS. XtF—BUEM ASE (X,T), 它 的 每 
个 由 两 个 非 稠密 开 集 构成 的 覆盖 U RAEN, BU 的 复杂 性 函数 NVa TU) 
关于 n 为 指数 增长 的 . 于 是 出 现 了 一 个 十 分 自然 的 问题 : 如 果 一 个 动力 系统 的 开 
覆盖 的 复杂 性 函数 关于 n 以 其 他 方式 增长 , 则 我 们 对 该 系统 的 动力 学 性 质 能 说 什 
么 ”在 这 种 想法 的 指导 下 ，Blanchard, Host 和 Maass(2000) 引入 了 扩散 性 的 概念 
(参见 第 8 章 ). 他 们 证 明了 : 一 个 动力 系统 为 扩散 系统 当 且 仅 当 它 与 极 小 系统 弱 不 
X, 由 于 弱 混 合 系统 与 极 小 系统 弱 不 交 , 从 而 弱 混 合 系统 一 定 为 扩散 系统 . 相反 地 ， 
Akin 和 Glasner(2001) 证 明了 存在 非 弱 混合 的 扩散 系统 (另外 的 例子 见 (Huang-Ye, 
2002b)). 这 些 结论 说 明了 扩散 性 是 严格 介 于 传递 性 和 弱 混 合 性 之 间 的 传递 属性 . 而 
对 于 极 小 系统 扩散 性 与 弱 混 合 是 等 价 的 . 

后 面 我 们 将 证 明 扩散 系统 是 Li-Yorke 混沌 的 , 也 是 本 质 混沌 的 , 但 是 扩散 性 不 
能 保证 初 值 敏感 性 . 由 于 任何 几乎 等 度 连 续 系统 为 一 致 刚性 的 (参见 命题 3.2.12), 而 
MERIO SH (参见 (Blanchard ete., 2002) 或 810.3). 这 样 , FETE AY ET 
系统 必 为 初 值 敏感 的 , 即 为 Auslander-Yorke 混沌 的 . 在 §10.3 中 我 们 会 证 明 , ER 
系统 必 为 Li-Yorke 混沌 的 . 

最 后 一 类 定义 混沌 的 方式 是 从 回复 性 入 手 的 . 一 般 地 , 我 们 要 求 这 种 回复 性 强 
于 弱 混 合 性 . 关于 混合 性 , 前 面 我 们 已 经 讨论 很 多 . 在 本 章 中 我 们 将 证 明 FREAR 
统 的 一 个 等 价 刻画 , 此 刻画 也 说 明了 三 混合 系统 的 混乱 程度 . 

当然 , 还 有 许多 别 的 混沌 的 定义 , 我 们 将 在 810.6 中 进行 一 些 简 要 的 介绍 . 
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纲 的 分 析 是 数学 中 证 明 存 在 性 的 的 一 种 常用 方法 ， 一 个 令 人 印象 深刻 的 例子 
是 , 运用 纲 的 分 析 证 明 C((0, 1]) 中 处 处 不 可 导 的 函数 在 C([0, 1]) 中 是 剩余 的 , 这 不 
仅 说 明了 [0,1] 上 处 处 连续 但 处 处 不 可 导 的 函数 存在 , 而 且 也 说 明了 它 “ 非 常 多 ”. 
在 本 节 中 , 我 们 将 运用 纲 的 分 析 来 证 明 Devaney (7H 4a Li-Yorke 混沌 . 

设 X 为 没有 孤立 点 的 完备 度量 空间 , 而 RCX 为 n 元 关系 . TRFCX 
称 为 在 R 中 独立 , 记 之 为 Fe 了 (RR), 是 指 对 任意 F 中 的 不 同 元 x1,7x2,…, zn, A 
(%1,22,°++, Tn) É R. 

定理 10.2.1 (Mycielski 定理 (Mycielski, 1964)) 设 X 为 没有 孤立 点 的 完备 度 
量 空间 . 如 果 对 每 个 neEN, Rn AX 的 第 一 纲 子 集 而 {OJ}, AX 一 组 开 集 , 则 


§10.2 纲 的 分 析 eens 
存在 Cantor 集 Ci C Oi, 使 得 对 每 个 ne N, 有 


K=|(JCi€ TR,). 
t=1 

一 般 也 把 这 种 由 可 数 个 Cantor 集 的 并 组 成 的 集合 称 为 Mycielski 集 . 而 Kura- 
towski 定理 (Kuratowski, 1974) 说 , 实际 上 对 于 紧 度 量 空 间 , NZ IRn) 为 2* 的 
剩余 子 集 . 特别 地 , 几乎 每 个 Cantor 集 对 RRR,n = 1,2,… 为 独立 的 . 

根据 Mycielski 定理 , 如 果 R X X xX PHB Gs 集 , 那么 一 定 存在 Mycielski 
集合 K, 使 得 K x K\ Ax CR. 因而 , 如 果 我 们 能 对 某 些 系 统 说 明 Li-Yorke 对 的 全 
体 LY(X,T) AX x X 中 的 稠密 Gs 集 , 那么 就 可 以 判定 (X,T) 必 为 Li-Yorke 混 
沌 的 . 这 就 是 本 节 的 主要 思想 . 

设 (X,T) 为 具有 度量 d 的 动力 系统 , 对 于 关系 尺 CXxX 和 ZEX, 定义 
R(x) = {y € X : (x,y) € R}. #& |z] = Asym(X,T)(z), W [x] 为 z 所 在 的 渐 近 类 . 设 
Ai = { (x,y) € X x X:d(z,y) < =}， Ax={(z,7)EXxX:TEX} 以 及 Al 为 
Ar WAE. 我 们 容易 得 到 以 下 事实 : 

引 理 10.2.2 设 Arn =e (T xT) Az, 则 

(1) Asym(X,T) = (pea (Uz1 Arn); 

(2) 对 每 个 Z € X, [e] = N71 (Uka Aen (2); 

(3) LY(X,T) = P(X,T) \ Asym(X,T). 

对 于 渐 近 关系 和 渐 近 类 , 我 们 有 

定理 10.2.3 ( 新近 定理 ) R(X, T) 为 动力 系统 . 则 

(1) 如 果 (X,T) 是 2 刚性 的 , 那么 对 每 个 z EX, 有 [x] = {a}; 

(2) 如 果 (X,T) 是 初 值 敏感 的 , 那么 在 X xX PHLAA Asym(X,T) 为 第 一 
纲 集 且 对 每 个 ZEX, 渐 近 类 [ce] 为 和 的 第 一 纲 集 . 

证 明 (1) 因 每 个 点 对 (z,y) 为 乘积 空间 XxX 的 回复 点 , 从 而 Asym(X,T) = 
Ax. 另外 , 对 每 个 zeX, 有 [x] = {z}. 

(2) Bee 为 初 值 敏 感性 定义 中 的 正常 数 且 ne NN 满足 = < e. 那么 对 所 有 k eN 
Alc eX, Agn(z) 没有 内 点 . 这 是 因为 如 果 存在 X 的 非 空 s 开 集 U C Ax,n(z), 则 对 
任意 y,zeU 和 和 ik 有 d(T'y,T'z) < Z 成 立 ; 适当 地 收缩 U, 我 们 能 做 到 对 任 


意 y,zEU Miso, Ff d(T*y,T*z) < 2 成立 这 与 e 的 定义 矛盾 . FH, Akn 没 
有 内 点 . 注意 到 Akn 和 4kn(z) 为 闭 集 ， 由 引 理 10.2.2 的 (1) 和 (2) 知 , 渐 近 关系 
Asym(X,T) 为 第 一 纲 集 , 以 及 对 每 个 ze X, 渐 近 类 [z] AX 的 第 一 纲 集 . 口 

推论 10.2.4 ik (X,T) 为 非 周期 的 传递 系统 则 渐 近 关系 Asym(X,T) 为 第 
一 纲 集 并 且 对 每 个 ZEX, 渐 近 类 [z] 为 第 一 纲 集 . 
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证 明 “如 果 卫 是非 初 值 敏感 的 , 由 命题 3.2.7 IT 为 一 致 刚性 的 , 因此 代为 2 
刚性 的 . 现在 由 渐 近 定理 10.2.3 即 知 本 推论 成 立 . E 

推论 10.2.5 假设 {[z] :x E XX} 为 可 数 集 . 则 空间 XX 的 每 个 回复 点 为 周期 点 
且 周 期 点 集 为 可 数 集 . 进而 ,了 44s AAR. 

证 明 ”假设 {[z] : zx eX} 为 可 数 集 . 注意 到 两 个 不 在 同一 轨道 的 周期 点 属于 
不 同 的 渐 近 类 以 及 周期 点 的 轨道 为 有 限 集 , 我 们 有 X 的 周期 点 集 为 可 数 集 . 

设 z 为 X 的 回复 点 . 如 果 r 不 是 周期 点 , 则 z 的 w RRE wa, T) 为 非 周 期 
的 传递 系统 . 由 推论 10.2.4, 对 每 个 ye wl, T), lulugar = Asym(w(tz,T), 了 )(y) 为 
第 一 纲 集 . 由 于 紧 度 量 空 间 w, T) 不 能 表示 为 可 数 个 第 一 岗 集 的 并 集 , {ulan : 
y E€ w(z,T)} 为 不 可 数 集 . 这 与 {[z] : x eX} 为 可 数 集 矛 盾 . 这 说 明 X 的 每 个 回复 
点 为 周期 点 . 最 后 , PE aA SHS, 我 们 知 T 
RE BB. 口 

注 记 10.2.6 ”由 推论 10.2.4 知 非 周 期 的 传递 系统 (X,T) 其 渐 近 关系 Asym(X, 
T) 为 第 一 纲 集 . 在 某 些 情况 下 , 对 非 周期 的 传递 系统 (X,T) 其 渐 近 关系 Asym(X,T) 
可 以 在 和 XXX PAB. 单 边 的 两 符号 全 转移 就 是 如 此 的 非 周期 的 传递 系统 . 

根据 推论 10.2.4, 对 任意 非 周 期 的 传递 系统 (X, T), 其 渐 近 关系 Asym(X,T) 为 
第 一 纲 集 . 于 是 , 如 果 能 说 明 对 某 些 非 周期 的 传递 系统 PX, T) 为 稠密 的 , 那么 就 可 
以 运用 Mycielski 定理 说 明 系统 为 Li-Yorke 混沌 的 . 我 们 以 下 就 由 此 证 明 Devaney 
混沌 蕴含 Li-Yorke 混沌 . 

定理 10.2.7 设 (X,T) 为 非 周期 的 传递 系统 . 如 果 (X,T) 具有 周期 点 ,那么 
对 了 存在 Mycielski 混乱 集 . 假如 人 还 为 完全 传递 的 , 则 存在 稠密 Mycielski 混乱 
集 . 特别 地 , Devaney 1.342344 Li-Yorke Rt. 

证 明 《首先 假设 T 有 不 动 点 p. 取 x e Transr, 则 存在 自然 数 序列 {ni}, 使 得 
Tmiz 一 p. 这 说 明 对 任意 i,j € N, (Tix, Tix) € P(X,T). 由 此 P(X,T) HABER, 
由 定理 10.2.1 知 , 对 了 存在 稠密 的 Mycielski 混乱 集 . 

现 假设 T 有 周期 为 > 1 的 周期 点 . 设 ze Tansr, W w(z,T) = X. 设 
D; = w(T*z,T”). 因 了 (Di) = Diyi(moa n) ,每 个 Di 为 不 可 数 集 且 包含 TT 的 n 
周期 点 . 因为 T”|p。 为 传递 的 , Do 包含 T 的 不 动 点 ; 由 上 面 的 讨论 对 T° 存在 Do 
的 稠密 Mycielski 混沌 集 B. BR, B 也 为 工 的 Mycielski 混乱 集 . 

最 后 , 从 上 述 过 程 不 难看 出 如 果 T 为 完全 传递 的 , 则 对 了 存在 稠密 的 Mycielski 
混乱 集 . 这 就 完成 了 证 明 . 口 

定理 10.2.8 ”任何 扩散 系统 为 Li-Yorke 混沌 的 . 

证 明 ”由 于 扩散 系统 满足 Q(X,T) = X?, 所 以 P(X,T) 为 稠密 的 Gs 集 . 于 
是 运用 上 面 的 分 析 就 有 此 结论 . 口 
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称 动 力 系统 (X,T) 为 完全 混沌 , WRX 不 为 独 点 集 且 对 任意 的 zx 关 y € X， 
(x,y) 为 Li-Yorke Xf. 

推论 10.2.9 8 (X,T) 为 传递 的 非 极 小 系统 . 那么 存在 (XT) 的 因子 系统 为 
Li-Yorke 混沌 的 . 进而 , 如 果 (X,T) 为 几乎 等 度 连续 的 非 极 小 系统 , MAA (X,T) 
的 完全 混沌 的 因子 系统 . 

证 明 ” 因 了 不 为 极 小 系统 , 存在 ze X, 使 得 A = wla T) 为 无 处 稠密 的 不 变 
ASS. 收缩 A 为 一 点 , 我 们 便 得 到 了 (X, 了 T) 的 一 个 传递 因子 系统 , 该 系统 不 为 周期 
轨 且 包含 了 一 个 不 动 点 . 由 定理 10.2.7 知 , 该 因子 系统 存在 Mycielski 混乱 集 . 

MRT 为 几乎 等 度 连续 的 非 极 小 系统 , WX 的 极 小 点 集 的 闭 包 为 X 的 真子 
集 (习题 ) 我 们 将 X 的 极 小 集 的 闭 包 收缩 为 一 点 , 就 得 到 了 X 的 一 个 几乎 等 度 连 
续 的 传递 系统 , 该 系统 为 一 致 刚性 且 只 有 一 个 不 动 点 为 其 唯一 的 极 小 点 , 即 一 致 刚 
性 的 proximal 系统 . 于 是 该 因子 系统 为 完全 混沌 的 (习题 ). 口 


> 题 10.2 


1. 给 出 定理 10.2.8 的 详细 证 明 . 
2. 设 (X,T) 为 几乎 等 度 连续 的 非 极 小 系统 , 证 明 : X 的 极 小 点 集 的 闭 包 为 X 的 真 


3. 证 明 : 2 刚性 的 proximal 系统 为 完全 混沌 系统 . 

4. 设 (X,T) ADHAR, D(X, T) = X? \ P(X,T) 以 及 Rec(X) 为 回复 点 集 , 证 明 : 

(1) 如 果 (x,y) € D(X,T), W w((z,y),T x T) c D(X,T). MR T ÆA FRE. (2, y) € 
Rec(T x T), 那么 (2, y) € D(X,T~"); 

(2) 如 果 (X,T) 为 传递 的 , 则 Rec(T x T) AX x X 的 一 个 稠密 的 Gs R. 进而 , 如 果 
T 为 传递 的 且 没 有 周期 点 , W D(X,T) Æ X x X PRR. 

5. 设 (X,T) 为 动力 系统 , WEH: 

(1) 如 果 Q(X,T) = X x X, 则 P(X,T) WX x X 的 稠密 Gs 集 ; 

(2) 假设 (X,T) 为 可 道 的 传递 系统 . 如 果 存 在 X MAES Yi 和 Yo 满足 Q(X,T) > 
Yi x Yo, WW Q(X, TT!) D Yı x Yo. 因此 , 如 果 Qz(XT) = X x X, I 


Q(X,T) = Q(X,T") =X x X. 


6. (X,T) 为 动力 系统 , 证 明 以 下 性 质 彼 此 等 价 : 
(1) Q(X,T) =X x X; 
(2) P(X,T) Æ X x X 中 的 稠密 Gs R; 
(3) P(X,T) Æ X x X 中 稠密 ; 
如 果 T 为 非 周期 的 传递 映射 或 T 为 初 值 敏感 的 , 则 (1)~(7) 彼此 等 价 ; 
(4) LY(X,T) 包含 7 X x X 中 一 个 稠密 Gs R; 
(5) 对 了 存在 一 个 稠密 的 混乱 集 ; 
(6) 对 了 存在 稠密 Mycielski 混乱 集 ; 
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(7) T 是 稠密 的 Li-Yorke 混沌 的 , 即 对 T 存在 一 个 稠密 的 不 可 数 的 混乱 集 ; 如 果 T 为 
非 周期 可 逆 的 传递 映射 , 则 (1)~(8) 彼此 等 价 ; 

(8) TAT 存在 一 个 共同 的 稠密 的 不 可 数 的 混乱 集 且 该 混乱 集 包 含 在 Transr N 
Transy-1. 

7. 设 (X,T) 为 非 周期 的 传递 系统 . 如 果 X 的 非 空 开 集 Y 满足 P(X,T) DY xY, WE 
BA: Æ Y 中 存在 一 个 不 可 数 的 混乱 集 . 

8. 设 (X,T) 为 非 周期 的 传递 系统 . WMR (X,T) 不 为 Li-Yorke 混沌 的 , 证 明 : 对 了 而 
言 每 个 混乱 集 是 无 处 稠密 的 . 

9. 设 (X,7) 为 动力 系统 且 X HARR. WR (X,T) 为 弱 混 合 , WH: T 存在 稠密 的 
Mycielski 混乱 集 . 进一步 地 , 如 果 假 设 (X,T) 为 极 小 系统 , WH: (X,T) 为 弱 混 合 当 且 仅 当 
对 了 存在 稠密 的 Mycielski (ALR. 


810.3 IEMA SB 
ARL- PRR ARATE SEARLE Li- Yorke 混沌 的 . 
定理 10.3.1 ITE ZA Li-Yorke 混沌 的 . 
证 明 BL (X,T) 为 动力 系统 , HAT) > 0. 根据 变 分 原理 , 存在 一 个 遍历 测度 
we Me(X,T), 使 得 hy(T) > 0. 8 m :(X,B, u, T) > (Y,D,v,S) 为 到 Pinsker 因子 
的 扩充 . 令 p= | jwdv(y) 为 u 相对 于 的 积分 分 解 . 设 


A=pxyp= | m x pydv(y). 


由 于 7 为 测度 弱 混 合 扩充 ,所 以 和 为 遍历 的 . + W = supp(A) 2 {(z,z) : x € 
supp(u)}. 则 
W = supp(A) S supp(u) x supp(u) E X x X. 


设 Wy AD BY generic 点 全 体 , 则 和 和 (Wa) = 1. AA W = supp(d),(W,T x T) 为 传递 
的 且 W 在 Worans (系统 (W,T x T) 的 传递 点 全 体 ) 中 稠密 . 因为 


1 = (Wy) = hm x yy(Wa)dv(y), 


从 而 存在 Ya CY, (Yy) = 1, 使 得 wy x py(Ws) = 1,¥y E Y. MER ye Nn, + 
Sy = supp(Hy), 则 
Wy (Sy x Sy) E Worans N (Sy x Sy) = L. 


又 因为 py X py(Ws N (Sy x Sy)) = 1, A Wa N (Sy x Sy), 进而 Wirans N Sy x Sy 为 
Sy x Sy 的 稠密 子 集 . 
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因为 Worans 为 W 的 稠密 Gs TH, 从 而 LA Sy x Sy 的 稠密 Gs TR. 根据 
Rohlin 定理 , 对 几乎 处 处 的 y € Y ,uy 都 没有 原子 . 设 Yo CY 为 所 有 使 得 yy 非 原 
子 的 点 ye 了 全 体 . 对 任意 ye Yo, 运用 Mycielski 定理 于 Sy, 存在 在 Sy 中 稠密 的 
Mycielski FÆ K C S,, 使 得 


K x K \ A C Wrans- 


易 见 任意 (x,y) E K x K\ A 为 强 混合 对 , 于 是 K OX 为 混乱 集 . 尤其 (X,T) 为 
Li-Yorke 混沌 的 . 口 

注 记 10.3.2 ”回顾 整个 证 明 , 我 们 运用 了 许多 遍历 论 中 的 深刻 结论 . 最 近 , Kerr 
和 Li(2007) 给 出 了 一 个 不 依赖 于 遍历 理论 的 证 明 ， 


习 题 10.3 


设 (X,T) 为 拓扑 动力 系统 , 且 设 存在 某 不 变 测度 u, 使 得 对 应 的 保 测 系统 (X, B, u, T) 
不 是 测度 distal 的 . 记 Z = supp(u), 证 明 : 存在 一 个 闭 不 变 子 集 W C 2Z xZ, 使 得 (W, 了 TxT) 
为 拓扑 传递 的 且 对 任意 满足 UNZ AO WRA U C X, 存在 Mycielski FÆ K CU 满足 
(K x K)\ Az C Wayans. 


§10.4 一 个 Li-Yorke 混沌 的 判别 定理 


根据 Mycielski 定理 , 如 果 R X XxX 中 的 稠密 Gs 集 , 那么 一 定 存 在 Mycielski 
集合 K, 使 得 KK x K\ Ax CR. 尤其 , 如 果 R= P(X,T)NRec(X x X,T xT) ££ 
X xxX PRB, 那么 (X,T) 必 为 强 Li-Yorke 混沌 的 , 自然 也 是 Li-Yorke 混沌 的 . 于 
是 要 判断 一 个 系统 是 否 为 Li-Yorke 混沌 的 , 一 个 重要 的 途径 就 是 看 R= P(X,T)N 
Rec(X x X,T x T) 是 否 足够 大 . 下 面 我 们 避 开 Mycielski 定理 直接 用 构造 性 的 方法 
来 实现 这 个 想法 . 

引 理 10.4.1 i (X,T) 为 传递 的 动力 系统 . 则 [{N(U,U) :U AX HAR} 
ARF. 

WHA iUi, U: AX 的 非 空 开 集 . 因为 (X,T) 为 传递 的 , 所 以 存在 ne 和 NN, 使 
得 Us =U, NT-"U2 4 Ø. 因此 


N(U3, U3) © N(U1, U1) O N(T "U2, T U2) 
= N(U1, U1) O N(T°T "U2, U2) 
SN U1) N N(U2, U2). 


y 


wE. z 


> 
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Š 
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命题 10.4.2 R (X,T) 为 没有 孤立 点 的 传递 系统 ， 那 么 存在 Cantor 集 列 
C1 C C2 C+, 使 得 UL, Cn AX 稠密 的 刚性 子 集 ， 并 且 对 任意 NEN, UNC, 
为 一 致 刚性 的 . 

WEBA 设 Y= {yi,y2,…} AX 的 可 数 稠密 子 集 , 且 设 Yn = {yi,y2,… ,yn}. 
S 下 为 包含 {N(U,U):U 为 久 的 非 空 开 集 } 的 最 小 族 . 由 于 (X,7) 为 传递 的 , 由 
上 引 理 下 为 滤 子 . 

iz ao = 0 及 Voi =X, KNAW Ha: 

断言 对 任意 S © kF, 存在 {an} C N, {kn} C S, X 的 非 空 开 集 列 
{Vai Vn,2，"… Vnan ta 使 得 

(1) 2an_1 S Gn S 2an_1 + N; 

(2) diamVn, < a i = 1,2,- --, an; 

(3) A {Vni} 为 互 不 相交 的 ; 

(4) Vii2i-1 U Vni C Vn-1,i i = 1,2, ++, Qn-1; 

(8) Yn C B( US Vani 5), 其 中 B(A,£) = {z € X : d(z, A) < e}; 

(6) TF” (Vn2i-1 U Vni) © Vn i = 1,2,- , an. 

断言 的 证 明 4 j = 1 时 , BEN a = 1 以 及 相应 的 ki 和 Via 假设 对 
1 < j < n 一 1, 我 们 已 经 定义 好 {u} (ky Pap 以 及 {V V2,… Vja tja 满足 
(1)~(6). 

取 2an-1 S dn < 2an-1 +n AR X HRR VO, VY,…, VA, 1E 

(a) diamV,) < =, i= 1,2,- an; 

(b) 闭 包 {V9} 为 互 不 相交 的 ; 

(c) Vs U Van C A i= 1,2,---,@n—15 

(a) Yp c BU V2, ). 

由 于 对 每 1 <i < an 有 NOV VO) € F, FENN VAY) EF. 取 
kn € SAN, NVO, VO). 于 是 存在 非 空 开 集 VD CVO, 1 < i < an, 使 得 

人 

令 Vai = VÈ), 1 <i < an, 则 对 n, 条 件 (1) ~ (6) 得 到 满足 . 由 归纳 我 们 得 到 
断言 . 断言 证 毕 ， 

令 Cn = 站 2 U “Vi W Ci © Ca C+. 由 (1) ~ (4), Cn 为 Cantor $. 
由 (2),(4) 和 (5), K = UZ Cn ŒE X PR. 对 每 个 NEN, 由 (6), UL Cr 为 相 
对 于 S 一 致 刚性 的 . 加 

注 记 10.4.3 ”我 们 可 以 在 断言 证 明 中 加 上 如 下 条 件 (7): 

(7) Yn C B(orb(z,T) l ), vr € US, Vna. 


,一 
n 
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这 样 可 以 在 上 定理 中 要 求 UP Cr 由 传递 点 组 成 . l 
设 (X,T) 为 动力 系统 . 子 集 4 CX 称 为 一 致 proximal 的 , 是 指 对 任意 > 0, 
存在 ne Z4, 使 得 对 任意 x,y € A, WA d(T"(x),T"y) <e 成立. Xt n eN, S 


UP,(X, T)= {(x1, Z2， ae , Tn) : 对 任意 e > 0, 
存在 N, 使 得 diam{T% 21, TN 2o,---,TN an} < €}. 


如 果 在 命题 10.4.2 中 添加 条 件 ; 对 任意 n > 2, UP,(X T) 都 在 X” 中 稠密 , 则 我 们 
可 以 在 证 明 断 言 中 要 求 
(8) 存在 tn E N, 使 得 


| WE 1l 
diam fre U g <>. 
从 而 在 结论 中 要 求 : 对 任意 N €N, UL, C: 为 一 致 proximal 的 . 即 得 到 如 下 结论 : 

引 理 10.4.4 A(X, T) ARAMEA i AR. RHEE n 2 2,UP,(X,T) 
都 在 X” 中 稠密 , 那么 存在 Cantor % Ci C C2 C.……, 使 得 

(1) K =U, Ch AX 稠密 刚性 子 集 ; 

(2) 对 每 个 EN, UÙ, Ch 为 一 致 刚性 的 ; 

(3) 对 每 个 NN EN, U; Ch 为 一 致 proximal 的 . 

这 条 引 理 启发 我 们 如 下 定义 混乱 集 : 

定义 10.4.5 8 (X,T) 为 动力 系统 . FRK CX A (X,T) 的 一 致 混乱 集 
是 指 存在 Cantor RF) C1 C Ca C .…, 使 得 对 任意 N EN, UN, Cn 为 一 致 刚性 的 ， 
并 且 也 为 一 致 proximal 的 . 

易 见 , 此 时 K = UP, Cn 为 刚性 子 集 , 并 且 为 强 混 乱 集 . 下 面 我 们 给 出 一 个 条 
件 来 判别 一 致 混乱 集 的 存在 性 . 

定理 10.4.6 (混沌 判别 准则 ) (XT) 为 没有 孤立 点 的 传递 系统 ， 如 果 存 
在 (X,T) 的 子 系 统 (Y,T), 44 (X xY,T xT) 为 传递 的 , 那么 它 就 有 一 个 稠密 的 
Mycielski 一 致 混乱 集 . 

证 明 ”由 引 理 10.4.4, 我 们 仅 需 证 明 对 任意 n CN, UP,(X,T) 在 X” 中 稠密 
即 可 . 取 定 neN, 对 e>0, 令 

P,,(€) = {(z1, £2, ,Tn) : Im E N, 使 得 diam({T™Yz1,…,T™”zn}) < €}. 


则 UP,(X,T) = NZ Pa (=). 下 面 我 们 证 明 对 任意 。 > 0, Pale) 为 X" 的 稠密 子 
集 , 继而 就 有 UPn(X,T) AX” 的 稠密 Gs FR. 

RE e > 0， 设 本 ,U2,…,Un AX 的 非 空 开 集 ,W 为 了 的 非 空 开 集 且 
diam(W) < e. AW (X x Y,T x T) 传递 N(U1,U2)N N(W AY,W AY) # Ø. 
RX m € N(U,,U2)N N(W OY,W NY). 则 
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Ui OTU: zoo 并 HWNT WNY #2. 
归纳 地 ， 取 M1, 7722， Mn, 使 得 


UNfT™U ASHWO()TO™WOY # ø. 
t=2 1 二 2 
因为 (X,T) 传递 , 所 以 存在 传递 点 ze UNNT "Ui. Py oe WN 
Ni- TW. 由 于 z 传递 , 所 以 存在 序列 le, 使 得 lim Tie = y， 于 是 对 每 
个 2 忒 1 所 mm jim T(T™2) = T™y. AW {y,T™y,---,T™y} CW UR 
diam(W) < e, 所 以 对 充分 大 的 i, 有 
diam({T"* x, Te(Tma2z) , T™(T™”£)}) < €. 


即 (z;,Tmzz ,7Tmnz) € Pale). 注意 到 (z,Tma2z , Tx) € Uy x Uz x +++ X Un. 
TE 
Pa (€) NU, x Uz X -+ x Un £ Ø. 

由 于 Ui, U2,- Un 任意 , 所 以 Pale) Œ X” 中 稠密 . 口 

根据 这 个 判别 准则 , 我 们 就 得 到 如 下 这 些 重要 的 Li-Yorke 混沌 系统 : 

推论 10.4.7 R (X,T) HARARE AWAD ARK. 如 果 (XT) 满足 以 下 任何 
一 个 条 件 , 那么 它 就 有 一 个 稠密 的 Mycielski 混乱 集 : 

(1) (X,T) 为 有 周期 点 的 传递 系统 ; 


(2) (X,T) 为 扩散 的 ; 
(3) (X,T) 为 有 等 度 连续 极 小 子 集 的 弱 扩散 系统 ; 
(4) (X,T) 为 弱 混 合 的 . 


> Æ 10.4 
1. 如 果 (X,T) 为 下 传递 的 , 大 为 满 的 族 , 则 对 任意 S © kF, 存在 Cantor # C1 C C2 C 
., 使 得 US, Ca 稠密 , YN EN, HUN, Cr 相对 于 S 一致 刚性 . 
2. 设 (X,T) 为 动力 系统 , 点 ze X 称 为 regular 是 指 对 z 任意 邻 域 V0, 存在 ke N, 使 
得 N(z,U) 2 kZ4. 证 明 : 具有 regular 点 的 完全 传递 系统 有 稠密 的 一 致 混乱 集 提示 : 证 
明 极 小 系统 具有 regular 点 当 且 仅 当 它 为 加 法 机 器 的 几乎 一 对 一 扩充 (Huang-Ye, 2005). 


810.5 ”混合 系统 的 混沌 性 状 


定义 10.5.1 设 (X,T) 为 动力 系统 . X 的 一 个 子 集 C 称 为 相对 于 序列 S CZ, 
的 能 混沌 集 , 是 指 对 C 的 任 一 子 集 4 及 任意 连续 函数 下 :4 一 已 ) 均 存在 子 序列 
{qi} CS, 使 得 对 任意 YE A 成立 lim T%(z) = F(z). 
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易 见 , 驴 混 沌 集 一 定 是 强 混乱 集 . 这 个 定义 看 起 来 似乎 很 强 , 但 是 我 们 会 发 现 
其 实 很 多 系统 都 有 能 混沌 集 . 


定理 10.5.2 (能 金城 - 杨 忠 国 ) 设 (X,T) 为 动力 系统 , 其 中 X 为 至 少 有 两 个 
点 的 局 部 紧 可 分 度量 空间 , 则 

(1) (X,T) 为 弱 混 合 的 当 且 仅 当 存在 无 限 子 集 SCZ, 以 及 相对 于 S 的 稠密 的 
Mycielski 能 混沌 子 集 K; 

(2) (X,T) 为 强 混合 的 当 且 仅 当 对 任意 无 限 子 集 FOC Z 存在 子 集 SCF 以 
及 相对 于 S 的 稠密 的 Mycielski 能 混沌 子 集 K. 

定理 10.5.2 的 原始 证 明 比 较 难 读 , 我 们 在 更 为 一 般 的 情形 下 证 明 这 个 结论 . 证 
明 的 方法 与 命题 10.4.2 的 证 明 十 分 相似 . 

定理 10.5.3 B(X T) 为 动力 系统 , 其 中 X 为 至 少 有 两 个 点 的 局 部 紧 可 分 度 
量 空间 , F 为 满 的 族 . M(X,T) 为 三 混合 的 当 且 仅 当 对 任意 SE kF, 存在 相对 于 
S 的 稠密 的 Mycielski IRIE FR K. 

证 明 ”首先 证 明 充 分 性 . 设 对 任意 S E kF, 存在 K 满足 定理 中 的 条 件 ， 对 
X x X 的 任意 非 空 开 集 U,V, 取 (21,22) € UN (K x K) & (yisye) € V. 由 天 
的 定义 , 存在 序列 {qi} C S, 使 得 jim T* (21) = yı H lim T%(e2) = y2. 于 是 
N(U,V)NS # Ø. 所 以 N(U,V) € kkf = F, BP (X,T) AF REH. 

下 证 必要 性 . HF X 为 大 混合 的 且 至 少 有 两 个 点 , WX 没有 孤立 点 . 设 {0} 
AX 的 可 数 基 . 不 妨 假设 {diamO;} 为 递减 的 且 趋 于 零 . 这 个 假设 是 自然 的 , 首先 ， 
我 们 可 以 先 取 任 一 组 基 {O01}?1, 使 得 对 每 个 ie N, Of 为 紧 的 . 这 样 对 每 个 i EN, 
RFR A, = 0, U- UO, PARI A, 且 其 中 元 素 的 直径 小 于 =. 将 A 中 元 
素 按 直径 大 小 排列 得 到 {O;}, 则 {Oi} 即 为 所 求 . 

设 了 = {yi,y2,…} AX 的 可 数 稠密 子 集 且 Yn = {yi,y2,… ,yn}. 我 们 有 如 下 
断言 (ao = 0, Ww = X). 

断言 存在 {an} CN, {kn} CS RX WIR {Vn Vn +++) Vnan t WE: 

(1) 2an-1 S an S 2an_1 + N; 

(2) diamV,i < : i = 1,2,- an; 

(3) {Vni} X X 互 不 相交 的 紧 子 集 ; 

DUVE cV. Li i= 1,2,- ,Qn-1; 

(5) Yp C B( UP Vi 5), 其 中 B(A,c) = {2 € X : d(z, A) < €}; 

(6) 对 任意 a € {1,2,-++, an}, 存在 m(a) € S, 使 得 


TONY C Oai i= 1, 2, ~t An 
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断言 的 证 明 设 a1=1,V9 X y 的 邻 域 且 diamViY <1. 由 于 ee 
S #2, 我 们 可 取 m(1) < NVR, 0) NS. 于是, 存在 开 子 集 Va CVD, 使 得 
TOY, ı C OI. 

假设 对 1 < j <n-l, 已 有 {a;}" j= 5 {ki}; TR {V1 V 刀 2) °° Vja; -1 满足 
(1)~(6). 取 2an-1 S an < 2an-1 +n KX 的 开 集 Ve VQ, 满足 ， 

(7) diamvV,? < on’ 1 一 1 二 2,. ,ani 

(8) 闭 包 {VP }on, 互 不 相交 

(VO OC Dd 

an (0) meee 

(10) Yn c B(U V2, =). 

令 {1, 2, ae an} = = {oi}, 其 中 tn = ane 

因为 Ni1 VO Oai) = Niz N(V, A Oax(i)) EF, 所 以 存在 


m(aı) E SN N (IGZ Ar i ,TI Oy 
BV) CVO 满足 


prey’) C Qa t= 1,2, end 


an. 


取 
m(az) E SN N (I2 Ar H” KONON 


于 是 , TRV C VY, 使 得 


an- 


rey SOL. Ses 


假设 对 1 和 5 和 如 一 1 BA m(a1),m(a2),---,m(aj) E€ S 及 Whi 2 VY 2 
Ve. » va 使 得 Ten VN C Oa, (i) i= on +, Qn, h=1,2,---, 7. 
取 


m(aj41) € S N NTE VO , ee, Oa) 
于 是 , 可 取 WW 让 CV 四, 使 得 
A C Over (4) i=1,2,--+,an. 
根据 归纳 法 得 到 {m(a;) a 及 (VAs 令 Vhs = = Vii) i= = 1,2, ttan. 则 (6) 
成 立 . 断言 证 毕 ， 
设 Ch = Non aes Vs. 则 Ch C C2 C as he 由 (1)~(4) Cn A Cantor 集 . 由 
(2),(4) 及 (5)， k= Caer Ch 在 X p. 
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下 面 证 明 对 KK 的 任意 子 集 4 及 任意 连续 映射 下: A> X, 存在 序列 {a} CS, 
使 得 对 任意 € A, lim T%(c) = F(z). 

An = {zx Eh: 存在 1<i<n 及 1 < as San, 使 得 x E€ Vaa, NAC F-1(0;)} 
(注意 An 在 很 小 时 可 能 为 空 集 ). 易 见 AL C Ao Cs CAB URS A, = A. 如 果 
An 不 为 空 集 , 则 设 


{Vn,j: 37 E€ An R1l<i<n, {82 € Vn OA C FH0:)} 


An . (n 
= {Vna Via ah yar Vno h API 和 T i” < an. 


Roan E {1,2,-:-,an}% 满足 an (i™) = max{l<k <n: Vi a) NAC 
F-1(Og)}y 1< J < bn. 3¢4 Qn = mann). : 

下 证 对 任意 ze A, 有 jim T(x) = F(x). 

设 s > 0, 则 存在 N CN, 使 得 当 n > N 时 , 有 diamO, < ce. 取 定 ze dA. W 
t > N, 使 得 Oi 为 F(x) 的 邻 域 . 由 于 FES, FO) 为 z 在 4 中 的 开 集 . 于 是 
存在 某 个 mw > 上 及 1 和 az 和 an 使 得 ze 了 on4SF-IO). 由 (4), 对 任意 
j CN, 存在 某 1 < ah < ans+j, 使 得 

(11) £ eV ya N AC Ve NACF (Ot). 

于 是 对 每 个 ij CN 有 anlal) > t > N. 进一步 , 由 {qn} 的 定义 有 对 任意 
7 EN, 成 立 : 

(12) TT a ne Oo az) 

(13) £ E Vnetja MAC EO aa 

由 (13) Æ F(z) € O06 (ai) E Z- 由 (12) 有 Te € Oo | (ai): 于 是 对 任 
意 Je RN， 


d(T ++i, F(x)) < diam(O ) <E. 


Aneta (a3) 
BH lim T% (x) = F(z). 口 

注 记 10.5.4 我们 的 证 明 非 常 突出 地 体现 了 混合 系统 的 滤 子 性 , 比 原先 的 证 
明 更 加 简洁 . 

习 题 10.5 

设 (X,7T) 为 动力 系统 且 S E Fine HARTE. X 的 子 集 C 称 为 相对 于 S 的 Kro- 
necker 集 是 指 C 为 Cantor 集 , 并 且 满 足 对 任意 g € C(C,X) Re > 0, 都 存在 正 整数 
n € S, 使 得 d(g(x),T"(x)) < < 对 任意 zeC RX, BI {To :ne S} EC(C,X) 中 一 致 笛 
E, X 子 集 K 称 为 相对 于 S 的 混沌 集 是 指 对 任意 g € C(K,X), 存在 子 序列 {ai} C S, 使 
得 对 每 个 re K, 都 有 lim T*(z) = g(z) 成 立 , 即 {T"lx :me S} 在 C(K,X) 中 依 逐 点 收 
敛 拓 扑 为 稠密 的 . 
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设 (X,T) 非 平凡 的 动力 系统 而 F 为 满 的 族 . 证 明 : 如 果 (X,T) AF RAH, 那么 对 
任意 ze X 及 任意 Se kF, 都 存在 Cantor 集 C1 C C2 C … 满足 

(i) K = UZ Cn Æ X 稠密 ; 

(ii) 存在 {kn} C S 使 得 diamT™ (Cn U {x}) 一 0,n 一 +00; 

(iii) 对 任意 n CN, Cn 为 相对 于 S 的 Kronecker 子 集 ; 

(iv) K 为 相对 于 S 的 混沌 集 . 


810.6 $; ft iE E 


这 一 节 简 要 论述 一 些 关 于 混沌 的 其 他 内 容 . 我 们 主要 介绍 一 些 概念 和 结论 , 而 
不 给 出 证 明 以 及 更 为 深入 的 讨论 . 其 具体 的 性 质 请 参见 相关 文献 . 

在 前 面 的 几 节 中 , 我 们 讨论 的 都 是 针对 一 般 的 紧 致 度量 空间 进行 的 . 那么 一 个 
自然 的 问题 是 : 对 于 一 些 特殊 的 空间 , 各 种 混沌 的 概念 是 否 有 着 更 为 紧密 的 联系 ? 
最 容易 想到 的 特殊 空间 莫 过 于 一 维 流 形 . 事实 上 , ERAM Yorke 引入 混沌 概念 的 时 
候 就 是 对 区 间 直 映射 进行 讨论 的 . 他 们 写 道 : “In this work, we analyze the case where 
the sequence {F”(x)} is not periodic and can be called ‘chaotic’. ..” . Li-Yorke(1975) 
的 主要 结论 是 : WI ARE, f : 一 了 为 具有 3 周期 点 的 连续 映射 , 那么 我 们 有 
如 下 断言 : 

(1) f 有 任意 周期 的 周期 点 ; 

(2) 存在 一 个 不 可 数 子 集 S Cl, 其 中 没有 周期 点 且 满 足 : 

(i) FIE £ +y Es, A 


im inf |f"(z)— f”) =0 H lim sup|f"(z) — f"(y)| > 0; 
(ii) 对 任意 ze S 和 任意 周期 点 pe I, 有 
Jim sup |f"(z) — f"(p)| > 0. 
但 是 , 实际 上 这 只 是 Sharkovsky 1964 年 工作 的 一 个 特殊 情况 . 在 给 出 Sharkovsky 
定理 前 , 我 们 需要 一 些 定义 . 在 集合 NU {2°} 上 定义 序 ( 称 为 Sharkovsky FF): 


3>5>7>...>2.3>2.5>2.7>...>22.3>22.5 
>22.7>..….>2%>、...>4>2>~1. 


Xt te NU{2~}, + S(t) ={kEN:t> k} (S29) 为 集合 {1,2,2?,---,2%,---}). 

定理 10.6.1 (Sharkovsky 定理 (Sarkovskii, 1964)) 对 任意 连续 映射 了 :了 一 也 
存在 te NU {2%}, 使 得 Per(f) = S(t), AZ, 对 任意 te NU {2%}, 存在 连续 映射 
f :I 一 了 使 得 Per(f) = S(t). 
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对 于 区 间 自 映射 , 我 们 前 面 提 到 的 各 种 混沌 定义 有 着 密切 的 联系 . 

定理 10.6.2 KIARA, f :I 一 了 为 连续 映射 则 

(1) 如 果 f 传递 , 那么 f 要 么 为 强 混合 的 , 要 么 了 可 以 分 解 为 两 个 子 区 间 J 和 
K, 使 得 Pls 以 及 Ple 均 为 强 混合 的 ; 

(2) 强 混合 等 价 于 完全 传递 , 尤其 强 混合 等 价 于 弱 混 合 ; 

(3) 如 果 三 为 传递 的 , RAC AMR, 反之 , 如 果 三 为 初 值 孝感 的 ,那么 
存在 子 区 间 J UANEN, 使 得 frl 为 传递 的 ; 

(4) fAA EBS ARSCAARIE2 的 震 次 的 周期 点 ; 

(5) 如 果 f 有 一 个 Li-Yorke 对 , 那么 必 为 Li-Yorke 混沌 的 . 

关于 上 述 定理 的 证 明 以 及 区 间 自 映射 混沌 性 质 更 为 详细 的 讨论 可 参见 文献 
(Ruette, 2002). 区 间 上 的 混沌 性 质 是 目前 讨论 较 多 而 且 研 究 较为 清楚 的 一 个 主题 
另外 还 有 一 些 重要 的 混沌 性 质 , 如 分 布 混沌 和 w 混沌 等 , 最 先 也 是 在 研究 区 间 自 映 
射 的 时 候 提出 的 . 

(X,T) 称 为 w 混沌 的 (Li, 1993) 是 指 存在 不 可 数 集 5, 使 得 对 任意 不 同 点 zy ES 
满足 : 


wlz, T) Nwly, T), wlr, T)\wly DA RTX, w(x, T) \ Per(T) £ Ø. 


对 于 区 间 映 射 , w 混沌 蕴含 Li-Yorke 混沌 , 反之 不 然 . 对 于 一 般 空间 , 二 者 互 不 蕴含 . 
设 (X,T) 为 动力 系统 . 对 z,y EeE Xm EN 及 se >0, 定 义 


per : i i 
FO (€) = Hi: 0 < i < n, d(T'z, T'y) < e}, 


HR 
Fozy(E) = Jim inf FW) (£) 及 Fle) = Jim. sup FE (e) 


易 见 , 当 。 > diam(X) Ht, Fry(e) = Fi,(e) = 1， 为 方便 讨论 , 下 面 我 们 总 假设 
e € (0,diam(X)). 

目前 有 三 种 定义 分 布 混沌 的 (distributional chaos) 的 方式 , 我 们 将 它们 分 别 记 为 
DC1 DC2 和 DC3. (X,T) 称 为 DC1 是 指 存在 不 可 数 集 S, 使 得 对 任意 zy € 9， 
都 成 立 Pr = 1, 且 存 在 > 0, 使 得 Fey (e) = 0; 称 为 DC2 是 指 存在 不 可 数 集 5, 使 得 
HHEN z + y € S, 都 成 立 Ft, = 1, 且 存在 Fy(e) < Fi (e), Ves 称 为 DC3 是 指 存在 
不 可 数 集 S, 使 得 对 任意 zx £ y E S, 都 成 立 Fryle) < 本 i,(e),Ve. 对 于 区 间 自 映射 , 三 
种 分 布 混 沌 都 是 跟 正 粹 是 等 价 的 . 对 于 一 般 的 拓扑 动力 系统 , DC1 > DC2 = DC3， 
DC2 蕴含 Li-Yorke 混沌 . (AA IEMI AREA DC1 和 DC2, 反之 DC1 不 能 蕴含 正 
W. 关于 分 布 混沌 的 研究 , 可 参见 文献 (Schweizer-Smital, 1994; Liao etc., 1998) 等 . 
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最 后 介绍 一 个 最 近 由 Akin 和 Kolyada 引入 的 一 个 混沌 的 概念 结束 本 节 . 这 个 
概念 的 特点 是 综合 表现 了 Li-Yorke 混沌 和 初 值 敏感 两 个 概念 ， 称 传递 系统 (X,T) 
为 Li-Yorke 初 值 敏感 的 (Akin-Kolyada, 2002) 是 指 存在 6 > 0, 对 任意 zeX REE 
一 邻 域 U, 在 U 中 存在 点 y, 使 得 (x,y) 为 Li-Yorke Xt HWE lim sup d(T"z,T"y) > 
6. 可 以 证 明 , 弱 混 合 系统 为 Li-Yorke 初 值 敏感 的 , 但 反之 不 然 . 一 个 有 趣 的 问题 是 : 
是 否 每 个 极 小 的 Li-Yorke 初 值 敏感 的 系统 必 为 Li-Yorke 混沌 的 ? 


> 题 10.6 
证 明 弱 混合 系统 为 Li-Yorke 初 值 敏 感 的 . 


§10.7 注 id 


本 章 讨论 了 几 类 重要 的 混沌 定义 以 及 它们 的 关系 . 关于 Li-Yorke 混沌, TUS 
见 文献 (Akin, 2004; Blanchard etc., 2002; Huang-Ye, 2001b; 2002a; Li-Yorke, 1975; 
Kato, 1994; 1998; Mai, 1997; 2004) 等 ; 关于 初 值 敏感 可 以 参见 文献 (Akin, 1997; 
Akin etc., 1996; 1998; Akin-Glasner, 2001; Auslander-Yorke, 1980; Glasner-Weiss, 
1993; Glasner, 2003) 等 ; FIERA ETE LY LAB OL cK (Blanchard ete., 2002), 
相对 化 的 情况 见 文献 (zhang, 2006) 等 . 关于 混合 系统 的 刻画 涉及 的 文献 较 多 , 其 中 
涉及 混沌 方面 的 内 容 可 以 参见 文献 (Iwanik, 1989; Huang etc., 2004; Xiong-Yang, 
1990) 等 . 

§10.2 的 内 容 主 要 取材 于 文献 (Huang-Ye, 2002a), §10.3 的 内 容 取 自 文 献 (Blan- 
chard etc., 2002). §10.4 关于 混沌 的 判别 准则 的 内 容 可 以 参见 文献 (Glasner etc., 
2005). §10.5 关于 混合 系统 的 混沌 性 状 的 内 容 引 自 文 献 (Huang etc., 2004c) 的 附录 . 

混沌 的 研究 至 今 还 吸引 着 众多 数学 家 的 关注 , 有 兴趣 的 读者 可 参考 Blanchard- 
Huang, Shao-Ye-Zhang, Ye-Zhang, Huang-Lu-Ye 等 人 关于 部 分 混合 (partial mixing) 
和 敏感 集 (sensitive set) 方面 的 工作 . 另外 , 在 Cadre 和 Jacob 以 及 James, Koberda, 
Lindsey, Sliva 和 Speh 的 文章 中 , 作者 研究 了 测度 空间 上 的 混沌 问题 . 
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